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  چکیده

( 𝜇𝜇)سی ی دارای نفوذپذیری مغناطیدر این مقاله میدان مغناطیسی ناشی از یک منبع جریان خطی تعبیه شده داخل یک استوانه
 2با توجه به کاربرد این ساختار در انتشار همدوس ،1MENZ( نزدیک صفر یا به طور اختصاری 𝜀𝜀و گذردهی الکتریکی )
یرون میدان مغناطیسی برای هر دو محیط داخل و ب تحلیلی است. ابتدا روابط مورد مطالعه قرار گرفته امواج الکترومغناطیسی،

 یشود که میدان مغناطیسی داخل ناحیهسپس اثبات می. آیدمعادلات ماکسول به دست می با استفاده از MENZی استوانه
MENZ ل ی میدان مغناطیسی داخبسته به شکلی رابطه و بار دیگر به دست آوردتوان با استفاده از روش تصویر را می
بر روش  یسازی عددی مبتناین رابطه با نتایج شبیه ،شود. در پایانبا استفاده از روش تصویر استخراج می MENZی استوانه

طابق تکه نتایج تحلیلی و عددی با هم شود مشاهده می. محک زده شودشود تا درستی نتایج عددی اجزا محدود مقایسه می
 .بالایی دارند

 
 واژهکلید

صفر،  نزدیک گذردهی الکتریکیو  نفوذپذیری مغناطیسینزدیک صفر، فرامواد دارای  گذردهی الکتریکیفرامواد دارای 
.صفر، منبع جریان خطی ثابت، روش تصویر ضریب شکستفرامواد دارای 

 مقدمه

ساختارهای فرامواد دارای پارامتر)های( نزدیک های اخیر، در سال
ر )فرامواد دارای گذردهی الکتریکی و/یا نفوذپذیری   3صف

ضریب یا به طور کلی فرامواد دارای  4مغناطیسی نزدیک صفر
 های منحصر به فردشان با توجه به ویژگی (5ZIMصفر  شکست

و کاربردهای مختلفی  گرفتهای مورد مطالعه قرار به طور گسترده
جمله مهمترین . از [2, 1] ها معرفی شده استبرای آن

ها فرامواد، استفاده از آناین نوع شده برای  معرفیکاربردهای 
-گرایی تشعشع امواج الکترومغناطیسی میبرای افزایش سمت

امکان استفاده از در یکی از اولین مطالعات در این زمینه، باشد. 
گذردهی پایین )مثبت و کمتر از یک( برای به  فرامواد دارای

                                                           
1 MENZ: Mu and Epsilon Near Zero 
2 Coherent 
3 Near Zero Parameters 
4 Metamaterials with near zero permittivity and/or permeability 
5 ZIM: Zero Index Metamaterial 

اثبات و در آن برای تحقق گرایی بالا دست آوردن انتشار با سمت
از شبکه های فلزی بهره برداری شده است و عملی این فرامواد 

گرایی تشعشعی یک آنتن توان با آن سمتنشان داده شده که می
. علاوه بر دوقطبی بسیار [3]دوقطبی بسیار کوچک را افزایش داد 

نشان داده شده که اگر  نیز خطیجریان برای یک منبع کوچک، 
با  باشد، تشعشع تعبیه شده گذردهی پایینداخل یک محیط با 

استفاده از علاوه، امکان . به[4] آیدگرایی بالا به دست میسمت
امواج  یبرای کنترل الگوی فاز تشعشع ENZلنزهای 

به  سادهی هندسه دارای هایالکترومغناطیسی برای ساختار
 بار تصورت تحلیلی و برای چند ساختار دیگر با شکل پیچیده

. بدیهی [5] استگرفته شبیه سازی عددی مورد بررسی قرار 
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ج گرایی تشعشع اموااست که با کنترل الگوی فاز می توان سمت
 های مختلف کنترل کرد.الکترومغناطیسی را در جهت

ا هگرایی آنتنعلاوه بر استفاده در ساخت لنز و افزایش سمت
از فرامواد در نظر گرفته شده،  ستهدکاربرد دیگری که برای این 

می باشد.  داخل ساختارهای موجبری کنترل میزان انتقال موج
توان با تعبیه در مطالعات گذشته نشان داده شده است که می

، هادی 6PECیک هادی الکتریکی کامل، کردن موادی چون 
داخل و یا حتی مواد دی الکتریکی ، 7PMCمغناطیسی کامل، 

از فرامواد دارای گذردهی الکتریکی و/یا  محیط متشکلیک 
، انتقال کامل و یا بازتاب نفوذپذیری مغناطیسی نزدیک صفر

به دست کامل موج الکترومغناطیسی در یک ساختار موجبری 
از جمله  .[9-6]آورد و با این کار عبور امواج را کنترل کرد 

کاربردهایی که برای این نوع ساختارهای موجبری شامل فرامواد 
و ساخت  [6]در نظر گرفته شده، استفاده در پنهان سازی اشیا 

رل برای کنتالکتریکی باشد. استفاده از مواد دیمی [7]حسگرها 
فر ص ضریب شکستفرامواد دارای  کاربردنبا به  ، ابتداانتقال موج

نشان  و [7] شد، پیشنهاد 8MIZIMتطبیق امپدانس داده شده، 
انتقال  ها،داخل آنی و ماده هابا تنظیم اندازه حفرهکه  هداده شد

ت با توجه به سخ سپس تواند به دست آید.و یا انعکاس کامل می
گذردهی دارای ، امکان استفاده از فرامواد MIZIM بودن تحقق 

مورد بررسی  [8]در به جای آن   9ENZ نزدیک صفر الکتریکی
نشان داده شده که  [9] مرجع همچنین در .ه استقرار داده شد

اشتباه در نظر  [8, 7]های تعبیه شده در های داخل حفرهمیدان
 در این هاهای داخل حفرهاند و عبارت تحلیلی میدانگرفته شده

 اصلاح شده است. مرجع

 لنزهای در سالهای گذشته، چندین ساختار برای تحقق و ساخت
ENZ  .دارای شکل و فاصله 10صفحات هادیپیشنهاد شده است-

های موجبری که در نزدیکی آرایهو  [10]ی مناسب از هم 
ی این ساختارها از جمله [13-11] شان هستندفرکانس قطع

نهایت بودن صورت فاز موج عبوری از هستند که با توجه به بی

                                                           
6 Electric ConductorPEC: Perfect  
7 PMC: Perfect Magnetic Conductor 
8 MIZIM: Matched Impedance Zero Index Metamaterial 
9 ENZ: Epsilon Near Zero 

10 Conducting Plates 
11 Thin Copper Grids 
12 Foam 

های مسی از شبکه همچنین کنند.عمل می ENZها مانند لنز آن
برای  [16, 15]  13های سیمیمحیطو  [14]  12و فوم  11نازک
-و فشرده 14به منظور بالا بردن بهره ENZسازی لنزهای پیاده

طراحی  .استفاده شده است  15های شیپوری بهینهسازی آنتن
ZIM و با   [17]در  نیز برای اولین بار تطبیق امپدانس داده شده

 ،ENZداخل یک محیط   16الکتریکهای دیتعبیه کردن میله
 ها که در آنها نفوذپذیریZIMارائه شده است. این نوع از 

 کنزدی مغناطیسی و گذردهی الکتریکی هر دو به صورت همزمان
گذردهی و  نفوذپذیری مغناطیسیصفر هستند، فرامواد دارای 

اگرچه  .شوند، نیز نامیده میMENZنزدیک صفر،  الکتریکی
نفوذپذیری مغناطیسی و گذردهی الکتریکی ساختار مطرح شده 

کنند، ولی ناظر به سمت صفر میل می 17به صورت مؤثر [17]در 
 حیطم فرقی بین آن وتواند نمیواقع در محیط بیرون این ساختار 

MENZ زیتیکی از مهمترین م .[18]قائل شود  واقعی 18همگن-

با استفاده از این روش این است که  MENZهای تحقق ساختار 
-می ENZالکتریک تعبیه شده داخل های دیتعداد و مکان میله

 .[18, 17]تواند دلخواه باشد 

، یکی از ENZانال باریک اتصال دو موجبر با استفاده از یک ک
مطرح و به دو صورت  ENZکاربردهایی است که در گذشته برای 

تنها . [23-19] تئوری و عملی مورد بررسی قرار داده شده است
باریک بودن آن  ENZشرط لازم برای عبور موج از این کانال 

های تیز است و نشان داده شده است که حتی با وجود خمیدگی
. برای [23]شود منتقل می از آن ملدر کانال نیز موج به طور کا

نشان داده شده به دو صورت تئوری و عملی نیز  MENZفرامواد 
دو موجبر را به هم متصل  توانها میاست که با استفاده از آن

برای در این است که  ENZ اتصالتفاوت آن با  .[24, 18]کرد 
 هنیازی نیست ک انتقال کامل موج از یک موجبر به موجبر دیگر،

تواند هر و می به صورت یک کانال باریک باشد MENZ اتصال
 .[24, 18, 1] خود بگیردی دلخواهی به شکل و اندازه

13 medium-Wire 
14 Gain 
15 Optimum Horn Antenna 
16 Dielectric Rods 
17 Effective 
18 Homogeneous 

میدان مغناطیسی یک منبع خطی تعبیه شده داخل استوانه ی دارای ضرایب نفوذپذیری مغناطیسی و گذردهی الکتریکی نزدیک صفر و روش تصویر
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در ساختارهای  MENZعلاوه بر بررسی و به کاربردن فرامواد 
موجبری، انتشار امواج الکترومغناطیسی در ساختارهای 

MENZاند نیز در گذشته ده شدهای که در فضای آزاد قرار دا
ی در زمینه متعددیکاربردهای مورد توجه قرار گرفته است و 

-ی آنها میکه از جمله برای آنها پیشنهاد شده است انتشار امواج

دهی به الگوی تشعشع ، شکل[25] گراییتوان به افزایش سمت
اشاره  [27] منابع مختلف ناشی از اجو انتشار همدوس امو [26]

ای هدر این راستا انتشار امواج الکترومغناطیسی در ساختار .کرد
ی کانونی به صورت تحلیلی و عددی و برای دارای هندسه

تر به صورت عددی مورد مطالعه قرار گرفته های پیچیدهساختار
ی ساختارهای کانونی است که از جمله MENZی استوانه است.

از جمله کارهایی که در گذشته مورد بررسی قرار داده شده است. 
 های پراکندگیتحلیلی میدانتوان به آن اشاره کرد، بررسی می

باشد می MENZی ای به استوانهناشی از برخورد امواج صفحه
، که اخیرا نیز پیاده سازی و تحقق عملی آن با استفاده از [28]

ارائه شده، به صورت  [17]در  MENZروشی که برای تحقق 
. به طور کلی [29] است گرفتهتحلیلی و عددی مورد بررسی قرار 

صورت گرفته روی انتشار امواج الکترومغناطیسی  این مطالعات
به  اند،فضای آزاد قرار داده شدهای که در MENZدر ساختارهای 

ه ی اول مسائلی هستند کدستهباشند. دو دسته قابل تفکیک می
قرار  MENZها منبع الکترومغناطیسی در بیرون از ساختار در آن

در آنها  MENZهای پراکندگی و عبوری از ساختار دارد و میدان
 دی دوم مسائلی هستنمورد بررسی قرار داده شده است و دسته

از  کند.قرار دارد و تشعشع می MENZکه منبع داخل ساختار 
-این رو علاوه بر بررسی پراکندگی امواج برخورد کننده با استوانه

، انتشار منابع الکترومغناطیسی تعبیه شده داخل آن MENZی 
در یکی از اولین  نیز در گذشته مورد مطالعه قرار داده شده است.

عبارت تحلیلی صورت گرفته،  MENZی کارهایی که در زمینه
ه کیک منبع جریان خطی ناشی از الکترومغناطیسی  هایمیدان

منبع تعبیه شده، با این فرض که  MENZی استوانه داخل یک
به صورت تحلیلی به دست دارد، خطی در روی محور استوانه قرار 

برای  MENZبا توجه به کاربرد ساختار  .[30] آورده شده است
ز میدان الکتریکی ناشی اانتشار همدوس امواج الکترومغناطیسی، 

که لزوما  MENZی تعبیه شده داخل یک استوانهبع خطی امن
ددی سازی ع، با استفاده از شبیهنیز قرار ندارند استوانه روی محور

                                                           
19 Decoupled 

اگرچه بررسی عددی یک است.  گرفتهمورد بررسی قرار  [27] در
 راه حل تحلیلیی ارائهباشد، ساختار در جای خود  ارزشمند می

داشته  ندتوازیادی میفواید  ی الکترومغناطیسیبرای یک مسئله
 توانمی های تحلیلیحلبه عنوان مثال با استفاده از راه باشد.

را  زمان محاسبه و پیچیدگی محاسباتی در مطالعات عددی
با توجه به اهمیتی آشکار که کارهای  .[33-31]کاهش داد 

 ایهتوزیع میدانی تحلیلی رابطهبه دست آوردن تحلیلی دارند، 
ه بع خطی کابرای من ایاستوانهالکترومغناطیسی این ساختار 

باشد. ، موضوع ارزشمندی مینیز لزوما روی محور قرار ندارد
به  بلاقمیدان الکتریکی این ساختار  توزیع بسته به شکلی رابطه

های بودن میدان  19با توجه به مجزا. [34] است آمدهدست 
ی میدان مغناطیسی داخل الکتریکی و مغناطیسی از هم، رابطه

MENZ ی میدان الکتریکی رابطهتوان مستقیما از روی را نمی
 .آن به دست آورد

ی رابطه [34]ارائه شده در  با استفاده از روشابتدا در این مقاله، 
به دست  MENZی استوانه میدان مغناطیسی بسته به شکل

ا ب دیگری نیز راه حل تحلیلی روش فوق،علاوه بر شود. آورده می
 میدانی به دست آوردن رابطهبرای  بهره برداری از روش تصویر

تفاوت روش  شود.میارائه  ساختار مورد بررسی مغناطیسی
تحلیلی اول در این است که در روش تصاویر ابتدا  تصاویر با روش

ضرایب گذردهی الکتریکی و نفوذپذیری مغناطیسی به سمت 
میل داده شده و سپس معادلات ماکسول برای پیدا کردن  صفر

شود، در حالی که در روش تحلیلی میدان مغناطیسی حل می
اول، ابتدا معادلات ماکسول حل و سپس ضرایب گذردهی 

-الکتریکی و نفوذپذیری مغناطیسی به سمت صفر میل داده می

به دست آورده شوند.  MENZشوند تا روابط مربوط به ساختار 
 سازی عددی مقایسهبدست آمده با نتایج شبیهتحلیلی  روابط

 وراه حل تحلیلی ارائه شده نتایج که  شودمینشان داده  شده و
ارائه  د. نتایج تحلیلینمطابقت داربا یکدیگر سازی نتایج شبیه

، ههای عددی گذشتسازیاثبات درستی نتایج شبیهشده علاوه بر 
های عددی مختلف برای روش توانند به عنوان معیار دقتمی

در گذشته روش تصاویر بیشتر برای  .مورد استفاده قرار گیرند
حل مسائل دارای شرایط مرزی هادی الکتریکی کامل و یا هادی 

یر روش تصاو همچنینمغناطیسی کامل به کار گرفته شده است. 
عادل با شرایط مرزی که دارای شرایط مرزی مبرای حل مسائلی 

 مصطفی قلی زاده
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کی کامل و یا هادی مغناطیسی کامل هستند، به کار هادی الکتری
برای اولین بار این دانیم . تا آنجایی که می[35] گرفته شده است

 اموادفراز ای ساختار استوانه گونهایناست که روش تصاویر برای 
 قرار دارد، ای دلخواهو در نقطه که منبع تشعشع کننده داخل آن

 . رودمیبه کار 

' x 

y 

MENZ 
source 

a

free space 

 
,′𝜌𝜌)نمای دو بعدی یک منبع خطی قرار داده شده در . 1شکل 𝜑𝜑′)  داخل یک

 .𝑎𝑎به شعاع  MENZی استوانه
 

 ساختار ی تحلیلیمطالعه

الکترومغناطیسی های بررسی معادلات ماکسول و میدان
 ساختار

,′𝜌𝜌)یک منبع جریان خطی که در مختصات  ،1مطابق شکل  𝜑𝜑′) 
نهایت طویل به شعاع بی MENZای ی استوانهداخل یک ناحیه

𝑎𝑎   توان نشان داد که میدان می دارد را در نظر بگیرید.قرار
  :[34] باشدالکتریکی ساختار به صورت زیر می

𝑬𝑬(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = {
− 𝑖𝑖 𝐼𝐼  𝜂𝜂0 𝐻𝐻0(2)(𝑘𝑘0𝑎𝑎)

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝐻𝐻1(2)(𝑘𝑘0𝑎𝑎)  𝑧̂𝑧   (0 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎)

−  𝑖𝑖 𝐼𝐼  𝜂𝜂0 𝐻𝐻0(2)(𝑘𝑘0𝜌𝜌)
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝐻𝐻1(2)(𝑘𝑘0𝑎𝑎) 𝑧̂𝑧  (𝑎𝑎 ≤ 𝜌𝜌 ≤ ∞)

, (1) 

عدد  𝑘𝑘0امپدانس ذاتی فضای آزاد،  𝜂𝜂0ی منبع، دامنه 𝐼𝐼که در آن 
𝐻𝐻0موج فضای آزاد و 

𝐻𝐻1و  (2)
 توابع هنکل نوع دومبه ترتیب  (2)

 یبرای به دست آوردن رابطهباشند. می ی صفر و یکاز مرتبه
ساختار مورد نظر با اعمال  برای 20ی هلمهلتزابتدا معادلهفوق 

و همچنین مرز  MENZی روی مرز استوانه ،شرایط مرزی
و  𝜇𝜇همزمان با میل دادن ی محل منبع حل و سپس دربرگیرنده

𝜀𝜀 آورده شده استی مورد نظر به دست به سمت صفر رابطه 

                                                           
20 Helmholtz wave equation 

[34]. 
ی فوق، میدان بنابراین با توجه به معادلات ماکسول و رابطه

)ی بیرون استوانه ناحیهمغناطیسی  )a  به صورت 

𝑯𝑯(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝐻𝐻1(2)(𝑘𝑘0𝜌𝜌)
𝐻𝐻1(2)(𝑘𝑘0𝑎𝑎) 𝜑̂𝜑, (2) 

های از روابط فوق واضح است که میدان آید.به دست می
الکترومغناطیسی بیرون استوانه به این که منبع در کدام نقطه از 

قرار دارد، بستگی ندارند. با جاگذاری  MENZی داخل استوانه
 𝜌𝜌 = 𝑎𝑎  ی میدان مغناطیسی روی مرز ناحیه( 2ی )در رابطه
 به صورت MENZای استوانه

𝑯𝑯(𝑎𝑎, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜑̂𝜑, (3) 

شود در سرتاسر طور که مشاهده میهمان قابل محاسبه است که
 باشد.مقدار ثابتی می مرز

های الکتریکی و مغناطیسی از هم مجزا میدان MENZدر فرامواد 
 آیند:به صورت زیر در میی کرل ماکسول دو معادلهو شده 

∇ × 𝑬𝑬 = 0, (4) 

∇ × 𝑯𝑯 = 𝑱𝑱. (5) 

توان در داخل استوانه، روابط فوق واضح است که نمیبا توجه به 
همانند فضای بیرون استوانه با یک عملیات ریاضی ساده روی 

 یک روشمیدان الکتریکی، میدان مغناطیسی را به دست آورد. 
( با در نظر گرفتن 5ی )معادله آن حلبرای به دست آوردن 

از روش باشد که در قسمت بعدی با استفاده می شرایط مرزی
حل دیگر استفاده از روابط راه تصاویر انجام داده خواهد شد.

روند کلی  به سمت صفر است. 𝜇𝜇و  𝜀𝜀ساختار قبل از میل دادن 
( مرجع 16( و )7(، )6(، )5کار این است که با استفاده از روابط )

برای ساختار  ی عمومی میدان الکتریکیرابطه [34] یشماره
به دست آورده  MENZبدون درنظر گرفتن استوانه به صورت 

میدان مغناطیسی استخراج  سپس از روی آن روابطشود و می
بودن  سرراستروابط و به دلیل زیاد و طولانی بودن  شود.می

ها در انجام محاسبات و برای رعایت ایجاز از آوردن آن مراحل
به سمت صفر میل  𝜀𝜀و  𝜇𝜇حال اگر  اینجا خودداری شده است.

0ی ی شعاعی میدان مغناطیسی در ناحیهمؤلفهداده شوند،  ≤
𝜌𝜌 ≤ 𝜌𝜌′ صورت به 

𝐻𝐻𝜌𝜌(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = −𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (∑ (( 𝜌𝜌

𝜌𝜌′)
𝑛𝑛

+ (𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
𝑛𝑛

) sin 𝑛𝑛(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)∞
𝑛𝑛=1 ) ,    

0 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝜌𝜌′, 
(6) 

′𝜌𝜌و در  ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎 به صورت 

میدان مغناطیسی یک منبع خطی تعبیه شده داخل استوانه ی دارای ضرایب نفوذپذیری مغناطیسی و گذردهی الکتریکی نزدیک صفر و روش تصویر
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𝐻𝐻𝜌𝜌(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = −𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (∑ ((𝜌𝜌′

𝜌𝜌 )
𝑛𝑛

+ (𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
𝑛𝑛

) sin 𝑛𝑛(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)∞
𝑛𝑛=1 ) ,    

𝜌𝜌′ ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎, 
(7) 

ای میدان مغناطیسی نیز به ی زاویهآیند. مؤلفهبه دست می
 صورت

𝐻𝐻𝜑𝜑(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = −𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (∑ (( 𝜌𝜌

𝜌𝜌′)
𝑛𝑛

+ (𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
𝑛𝑛

) cos 𝑛𝑛(𝜑𝜑 − 𝜑𝜑′)∞
𝑛𝑛=1 ) ,    

0 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝜌𝜌′, 
(8) 

 و

𝐻𝐻𝜑𝜑(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = 𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 + 𝐼𝐼

2𝜋𝜋𝜋𝜋 (∑ ((𝜌𝜌′

𝜌𝜌 )
𝑛𝑛

− (𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
𝑛𝑛

) cos 𝑛𝑛(𝜑𝜑 −∞
𝑛𝑛=1

𝜑𝜑′)),    𝜌𝜌′ ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎. 
(9) 

 همچنین داریم:شود. محاسبه می

𝐻𝐻𝑧𝑧(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = 0,    0 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎. (10) 

ی سری هندسی نامتناهی روابط زیر رابطهطرفی با توجه به از 
 قابل استخراج هستند:

∑ 𝑟𝑟𝑛𝑛 sin 𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1 = 𝑟𝑟 sin 𝜑𝜑

1+𝑟𝑟2−2𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑,    |𝑟𝑟| < 1 (11) 

 و

∑ 𝑟𝑟𝑛𝑛 cos 𝑛𝑛𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1 = 𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑−𝑟𝑟2

1+𝑟𝑟2−2𝑟𝑟 cos 𝜑𝜑,   |𝑟𝑟| < 1.  (12) 

زیر برای میدان مغناطیسی روابط ( 12( تا )6با استفاده از روابط )
 آید:داخل استوانه به دست می

𝑯𝑯(𝜌𝜌, 𝜑𝜑)  

= −𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (

( 𝜌𝜌
𝜌𝜌′) sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

1+( 𝜌𝜌
𝜌𝜌′)

2
−2( 𝜌𝜌

𝜌𝜌′) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
+

(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 ) sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

1+(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 )

2
−2(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜌̂𝜌 +

−𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (

( 𝜌𝜌
𝜌𝜌′) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)−( 𝜌𝜌

𝜌𝜌′)
2

1+( 𝜌𝜌
𝜌𝜌′)

2
−2( 𝜌𝜌

𝜌𝜌′) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
+

(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)−(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
2

1+(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 )

2
−2(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜑̂𝜑,  

0 ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝜌𝜌′    

(13)  

 و
𝑯𝑯(𝜌𝜌, 𝜑𝜑)  

= −𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (

(𝜌𝜌′
𝜌𝜌 ) sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

1+(𝜌𝜌′
𝜌𝜌 )

2
−2(𝜌𝜌′

𝜌𝜌 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
+

(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 ) sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

1+(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 )

2
−2(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜌̂𝜌 +

𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 (1 +

(𝜌𝜌′
𝜌𝜌 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)−(𝜌𝜌′

𝜌𝜌 )
2

1+(𝜌𝜌′
𝜌𝜌 )

2
−2(𝜌𝜌′

𝜌𝜌 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
−

(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)−(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 )
2

1+(𝜌𝜌𝜌𝜌′
𝑎𝑎2 )

2
−2(𝜌𝜌𝜌𝜌′

𝑎𝑎2 ) cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜑̂𝜑, 

𝜌𝜌′ ≤ 𝜌𝜌 ≤ 𝑎𝑎.  

(41)  

با  (14( و )13) شود که روابطبا اندکی عملیات ریاضی معلوم می
به راحتی قابل  زیر روابط هاآن با توجه به هم یکسان هستند و

 استخراج است:

𝐻𝐻𝜌𝜌(𝑎𝑎, 𝜑𝜑) = −𝐼𝐼
𝜋𝜋 ( 𝜌𝜌′ sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝑎𝑎2+𝜌𝜌′2−2𝑎𝑎𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
), (15) 

𝐻𝐻𝜑𝜑(𝑎𝑎, 𝜑𝜑) = 𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋. (16) 

ی شود، مؤلفه( مشاهده می15ی )طوری که در رابطههمان
با  باشد.شعاعی میدان مغناطیسی روی مرز استوانه غیر صفر می

ی شعاعی میدان مغناطیسی در (، مؤلفه2ی )توجه به رابطه
باشد. در نتیجه این مؤلفه از میدان روی استوانه صفر می بیرون از

باشد. باید به این نکته توجه کرد مرز استوانه لزوما پیوسته نمی
که لزومی هم ندارد که این مؤلفه روی مرز پیوسته باشد، زیرا در 

های عمودی چگالی شار شرایط مرزی شرط پیوستگی برای مؤلفه
میدان مغناطیسی. با توجه به صفر شود و نه مغناطیسی اعمال می

ار ی عمودی چگالی شبودن نفوذپذیری مغناطیسی استوانه، مؤلفه
باشد. همچنین با توجه به صفر مغناطیسی داخل استوانه صفر می

 یی شعاعی میدان مغناطیسی در فضای آزاد، مؤلفهبودن مؤلفه
 اشد.بعمودی چگالی شار مغناطیسی بیرون استوانه نیز صفر می

ی ( شرط مرزی پیوستگی مؤلفه2ی )در نتیجه با توجه به رابطه
 د.باشعمودی چگالی شار مغناطیسی به صورت خودکار برقرار می

ی عمودی چگالی شار مغناطیسی روی مرز به عبارت دیگر مؤلفه
( 2ی روابط )همچنین با مقایسه باشد.صفر می MENZی استوانه

مرزی برای میدان مغناطیسی شود که شرایط ( مشاهده می16و )
 مماسی روی مرز برقرار است.

 میدان مغناطیسی در داخل استوانه و روش تصاویر

ای از مسائل الکترومغناطیس با توجه به مشکل بودن در دسته
ی ماکسول، شرایط برقراری شرایط مرزی با حل مستقیم معادله

در یک محیط منابع تصویر مناسب سطوح مرزی با جایگزینی 
 به دست گویند.شود که به آن روش تصاویر میمیهمگن اقناع 

ای در حضور یک آوردن میدان الکتریکی ناشی از یک بار نقطه
ی هادی، میدان الکتریکی ناشی از یک بار خطی در حضور صفحه

ی هادی موازی با آن و همچنین میدان الکتریکی یک استوانه
ی هادی، از جمله ای در حضور یک کرهناشی از یک بار نقطه

 اشدبی ساکن میکاربردهای روش تصاویر در مسائل الکتریسته
ی هادی برداشته در این مسائل صفحه، استوانه و یا کره. [36]

های محل در یرتصو الکتریکی بارهای یا و بار آن جای به و شده
مسأله  مرزی شرایط که شوندمی داده قرار ایگونه به مناسب

 یافتن یمسئله به نظر مورد یمسئله نتیجه در. گردد اقناع
 تبدیل آزاد فضای در الکتریکی بارهای از ناشی میدان الکتریکی

 از استفاده با همچنین. است شده شناخته آن جواب شود کهمی
 یک حضور در الکترومغناطیسی منابع تشعشع روش تصاویر

در قسمت  .[37] باشدمی بررسی قابل نیز کامل ی هادیصفحه
میدان مغناطیسی برای ساختار به دست آورده  قبلی ابتدا روابط

شده و سپس با میل دادن ضرایب گذردهی و نفوذپذیری به سمت 
به دست آورده شد. در این  MENZصفر روابط مربوط به ساختار 

 مصطفی قلی زاده
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قسمت ابتدا ضرایب گذردهی و نفوذپذیری را به سمت صفر میل 
به ی میدان مغناطیس ،( و شرایط مرزی5استفاده از  )داده و با 
در ساختار مورد بررسی ، در این مقاله برای اولین بار. آیددست می

بهره برداری تصاویر های مغناطیسی از روش برای یافتن میدان
های شود که میدانخواهد شد. برای این منظور در ادامه ثابت می

مغناطیسی مماسی ناشی از دو منبع جریان خطی که همانند 
,′𝜌𝜌)های در مکان 2شکل  𝜑𝜑′)   و(𝑎𝑎2 𝜌𝜌′⁄ , 𝜑𝜑′)   داخل محیط

های مغناطیسی ، با میداناندقرار داده شده MENZبیکران 
𝜌𝜌ی ، روی دایره1مماسی ساختار شکل  = 𝑎𝑎  باشند. برابر می

سپس با توجه به یکسان بودن ساختارهای الکترومغناطیسی 
𝜌𝜌ی در ناحیه 2و  1شکلهای  ≤ 𝑎𝑎 برای به دست آوردن میدان ،-

𝜌𝜌ی ناحیه های مغناطیسی ≤ 𝑎𝑎  از روش تصویر 1ساختار شکل ،
 شود. استفاده می
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,′𝝆𝝆)در مکانهای با مختصات منبع و تصویر آن نمای دوبعدی . 2شکل  𝝋𝝋′)  و

(𝒂𝒂𝟐𝟐 𝝆𝝆′⁄ , 𝝋𝝋′) کران داخل یک محیط بیMENZ. 

 آمپر، میدان-انتگرالی قانون ماکسولشکل با در نظر گرفتن 
 طویل که داخل یک نهایتمنبع جریان خطی بیمغناطیسی یک 
 قرار داده شده است، به صورت  MENZمحیط بیکران 

𝑯𝑯′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜑̂𝜑,  (17) 

 (17ی )در به دست آوردن رابطه قابل محاسبه است.به راحتی 
با یک تبدیل قرار دارد.  𝑧𝑧فرض شده است که منبع روی محور 

مغناطیسی ناشی از میدان  ی فوقروی رابطه مختصات ساده
,′𝜌𝜌) که در مکان یمنبع 𝜑𝜑′)  بیکران داخل محیطMENZ  قرار

 به صورت داده شده

𝑯𝑯𝒔𝒔
′ (𝜌𝜌, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼

2𝜋𝜋 ( −𝜌𝜌′ sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
𝜌𝜌2+𝜌𝜌′2−2𝜌𝜌𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)) 𝜌̂𝜌 +

 𝐼𝐼
2𝜋𝜋 ( 𝜌𝜌−𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+𝜌𝜌′2−2𝜌𝜌𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)) 𝜑̂𝜑, 

 
(18) 

که  یمیدان مغناطیسی ناشی از منبع بنابراینآید. به دست می
𝑎𝑎2)در مکان 2همانند شکل  𝜌𝜌′⁄ , 𝜑𝜑′)   بیکران داخل محیط

MENZ زیر است: به صورت قرار داده شده 

𝑯𝑯𝒊𝒊
′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼

2𝜋𝜋 (
−𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+(𝑎𝑎2
𝜌𝜌′)

2
−2𝜌𝜌𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜌̂𝜌 +

 𝐼𝐼
2𝜋𝜋 (

𝜌𝜌−𝑎𝑎2
𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+(𝑎𝑎2
𝜌𝜌′)

2
−2𝜌𝜌𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜑̂𝜑.  

 

(19) 

𝑎𝑎2)در واقع، منبعی که در مختصات  𝜌𝜌′⁄ , 𝜑𝜑′)  قرار دارد، تصویر
,′𝜌𝜌)منبعی است که در مختصات  𝜑𝜑′) با توجه به دو  باشد.می

 ی فوق داریم:رابطه
𝑯𝑯′′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = 𝑯𝑯𝒔𝒔

′ (𝜌𝜌, 𝜑𝜑) + 𝑯𝑯𝒊𝒊
′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑)  

=  𝐼𝐼
2𝜋𝜋 ( −𝜌𝜌′ sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+𝜌𝜌′2−2𝜌𝜌𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′) +
−𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ sin(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+(𝑎𝑎2
𝜌𝜌′)

2
−2𝜌𝜌𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜌̂𝜌  

+  𝐼𝐼
2𝜋𝜋 ( 𝜌𝜌−𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+𝜌𝜌′2−2𝜌𝜌𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′) +
𝜌𝜌−𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)

𝜌𝜌2+(𝑎𝑎2
𝜌𝜌′ )

2
−2𝜌𝜌𝑎𝑎2

𝜌𝜌′ cos(𝜑𝜑−𝜑𝜑′)
) 𝜑̂𝜑. 

(20) 

𝜌𝜌با جاگذاری  = 𝑎𝑎 ی فوق داریم:در رابطه 

𝑯𝑯′′(𝑎𝑎, 𝜑𝜑) =  𝐼𝐼
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜑̂𝜑, (21) 

های مماسی میدان مغناطیسی دو ساختار مؤلفه ددهنشان می که
𝜌𝜌در  2و  1رسم شده در شکلهای  = 𝑎𝑎 باشد. براساس یکسان می

توان نتیجه گرفت که میدانهای ی یکتایی، میقضیه
𝜌𝜌ی الکترومغناطیسی هر دو ساختار در ناحیه ≤ 𝑎𝑎 یکسان می-

ی برای محاسبه (20)ی شود که رابطهباشد. بنابراین نتیجه می
قابل  1شکل  MENZای مغناطیسی ساختار استوانهمیدان 

 ( و13ی روابط )البته این موضوع از مقایسه .باشداستفاده می
 ( نیز قابل مشاهده است:20) با (14)

𝑯𝑯′′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = 𝑯𝑯𝒔𝒔
′ (𝜌𝜌, 𝜑𝜑) + 𝑯𝑯𝒊𝒊

′(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) = 𝑯𝑯(𝜌𝜌, 𝜑𝜑) . (22) 

و تحقق  بحث پیرامون اهمیت بررسی میدان مغناطیسی
 عملی ساختار

های الکتریکی و ( و مجزا بودن میدان5( و )4توجه به روابط ) با
توان این طور ، میMENZمغناطیسی از همدیگر در محیط 

اشد باستنتاج کرد که میدان مغناطیسی معلول منبع جریان می
-همیدان الکتریکی داخل استوان یافتنو نه میدان الکتریکی. روند 

به این صورت است که ابتدا منبع جریان تعبیه شده  MENZی 
باعث به وجود آمدن میدان مغناطیسی داخل  ،MENZداخل 

های شود. سپس با توجه به شرایط مرزی میداناستوانه می
آیند. در نهایت با الکترومغناطیسی در فضای آزاد به دست می

یدان ه، متوجه به میدان الکتریکی در فضای آزاد و روی مرز استوان
شود. به عبارت دیگر میدان الکتریکی داخل استوانه تعیین می

 اشد.بالکتریکی معلول شرایط مرزی بین استوانه و فضای آزاد می

میدان مغناطیسی یک منبع خطی تعبیه شده داخل استوانه ی دارای ضرایب نفوذپذیری مغناطیسی و گذردهی الکتریکی نزدیک صفر و روش تصویر
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توان از اینکه میدان الکتریکی داخل استوانه بر این مطلب را می
باشد نیز خلاف میدان مغناطیسی مستقل از محل منبع می

هایت نشدن میدان الکتریکی در محل ندلیل بی استنتاج کرد.
 موضوع عدم وابستگی آن به میدان مغناطیسیمنبع نیز همین 

ی استخراج شده برای میدان رابطه باشد.می MENZداخل 
کند و هم با ی کرل ماکسول صدق میمغناطیسی، هم در معادله

ی میدان الکتریکی های فضای آزاد و رابطهشرایط مرزی و میدان
به علاوه، با استفاده از روابط میدان  وانه مطابقت دارد.داخل است

را نیز به دست  21توان بردار پویینتینگمغناطیسی و الکتریکی می
د ی شعاعی داربا توجه به اینکه میدان مغناطیسی هم مؤلفه آورد.

شود که بردار پویینتینگ گیری مینتیجه ،ایی زاویهو هم مؤلفه
با توجه به  باشد.ای میشعاعی و زاویه ینیز دارای هر دو مؤلفه

هد، داینکه جهت بردار پوینتینگ جهت انتشار را نیز نشان می
مقداری از توان به صورت  MENZشود که داخل نتیجه می

شود تا شرط ثابت بودن آن روی مرز اقناع گردشی منتشر می
این موضوع اهمیت بررسی میدان مغناطیسی داخل استوانه  شود.
 کند.دید فیزیکی بیش از پیش نمایان می دریافتای را بر

برای حالتی  در گذشتهاگرچه  گفته شد، همانطور که در مقدمه
-های الکترومغناطیسی ناشی از برخورد یک موج صفحهکه میدان

 تحقق شود،بررسی می MENZنهایت ی بیای به یک استوانه
-ی دیهاوارد کردن میلهساختار با استفاده از روش  عملی

با ، انقطا دکتر، توسط گروه  ENZالکتریک داخل یک محیط 
، اما تاکنون [29]سازی عددی مورد مطالعه قرار گرفته است شبیه

 MENZی تحقق عملی تشعشع یک منبع جریان داخل استوانه
ای ارهساخت میسر نشده است. البته تشعشع منبع جریان داخل

ZIM در گذشته به صورت عملی  ،غیرهمسانگرد با کارکرد مشابه
به هر حال تحقق عملی این ساختار . [39, 38]محقق شده است 

 توان روی آن کار کرد.آینده میهایی است که در یکی از چالش

 مقایسه با نتایج عددی

فزار ابا استفاده از یک نرم بررسی شده، ساختار میدان مغناطیسی
با سازی شده است. روش اجزاء محدود شبیهتجاری مبتنی بر 

نهایت بودن طول ساختار، شبیه سازی به صورت توجه به بی
برای محدود کردن ساختار در فضای  دوبعدی صورت گرفته است.

آزاد نیز از شرط مرزی لایه کاملا تطبیق داده شده استفاده شده 
                                                           

21 Poynting vector 

یار فرض بسی پیشافزار، گزینهبندی ساختار در نرماست. در مش
𝑎𝑎 استوانه سازی شعاعدر این شبیه. ریز انتخاب شده است =

0.08𝑚𝑚  گذردهی الکتریکی نسبی ،𝜀𝜀𝑟𝑟 = و نفوذپذیری   10−5
𝜇𝜇𝑟𝑟مغناطیسی نسبی  = های مؤلفه فرض شده است.  10−5

ی ای میدان مغناطیسی به دست آمده از رابطهشعاعی و زاویه
0های با مشخصات در راستای پاره خط( 19و ) (13) ≤ 𝜌𝜌 ≤

0.08𝑚𝑚  ،𝜑𝜑 = 𝜋𝜋 𝜑𝜑و  ⁄2 = 𝜋𝜋 با استفاده  4و  3، در شکلهای ⁄6
م و با یکدیگر از روش تحلیلی و روش عددی اجزاء محدود رس

اختلاف جزئی بین نمودارها ناشی واضح است که . اندمقایسه شده
 .باشداز غیردقیق بودن نتایج عددی می

 
سازی )خطوط ممتد( با نتایج حاصل از ی نتایج شبیه. نمودارمقایسه3شکل 
ی و مؤلفه )شکل بالا( ی شعاعیچین( برای مؤلفه( )خطوط نقطه5ی )معادله

𝝋𝝋خطی با میدان مغناطیسی بر روی پاره)شکل پایین( ای زاویه = 𝝅𝝅 داخل  ⁄𝟐𝟐
,𝒙𝒙). منبع در مکان MENZی استوانه 𝒚𝒚) = (𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝒎𝒎, و شعاع، گذردهی  (𝟎𝟎

به ترتیب  MENZالکتریکی نسبی و نفوذپذیری مغناطیسی نسبی محیط 
0.08m ،𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟓𝟓  فرض شده است 𝟓𝟓−𝟏𝟏𝟏𝟏و. 

 مصطفی قلی زاده
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های میدان مغناطیسی در وت که مؤلفه، با این تفا3. همانند شکل 4شکل 

𝝋𝝋راستای  = 𝝅𝝅  .اندمورد مقایسه قرار گرفته ⁄𝟔𝟔
 

 نتیجه گیری

در این مقاله، میدان مغناطیسی تشعشع شده از یک منبع جریان 
، به MENZی خطی ثابت تعبیه شده داخل یک محیط استوانه

معادلات ، یک بار به صورت مستقیم از روی صورت تحلیلی
با بهره گیری از روش تصویر استخراج شده بار دیگر و  ماکسول

تفاوت دو روش در این است که در روش اول ابتدا روابط  است.
به  MENZبه صورت  میدان ساختار بدون در نظر گرفتن استوانه

شود و سپس با میل دادن ضرایب گذردهی و دست آورده می
به  MENZنفوذپذیری به سمت صفر روابط مربوط به ساختار 

آید، اما در روش تصاویر ابتدا ضرایب گذردهی و دست می
شود و سپس روابط میدان مغناطیسی نفوذپذیری صفر فرض می
با توجه به اینکه این ساختار در  شود.داخل استوانه استخراج می

انتشار همدوس امواج الکترومغاطیسی کاربرد دارد، اهمیت 
است که، با توجه  بررسی میدان مغناطیسی این ساختار در این

(، میدان مغناطیسی مستقیما معلول منبع 5( و )4به روابط )
باشد و نه میدان می MENZجریان تعبیه شده داخل محیط 

ازی سعلاوه، روابط به دست آمده با نتایج شبیهبهالکتریکی. 
افزار تجاری مبتنی بر روش اجزاء محدود مقایسه عددی یک نرم

که نتایج تحلیلی و عددی با هم  شده است. نشان داده شده
پاسخ تحلیلی به دست آمده در این کار نه تنها  مطابقت دارند.

ک ی مغناطیسی و توزیع توان ی توزیع میداندید فیزیکی به نحوه
تواند به دهد، بلکه میمی MENZی منبع خطی داخل استوانه

های عددی به کار عنوان یک معیار برای محک زدن دقت روش

هایی مورد سازی چنین محیطسازها برای مدلدر شبیهرفته 
 استفاده قرار گیرد.
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