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  یک   هاي باند بار جهت ورود سیگنالتخمین  هموارسازي فضایی در روشبهبود 
   ایه محدودآنتن هاي آر حذف نویز در المان با معرفی تکنیکی به منظور

  
   3حسین خالقی بیزکی ، 2سید محمد جواد رضوي ،1 غلامرضا باقریان

 gholamreza.bagherian@yahoo.com کارشناس ارشد برق، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، 
  ، دانشگاه صنعتی مالک اشتراستادیار برق 2
  ، دانشگاه صنعتی مالک اشترستادیار برقا 2

  5/8/93 :تاریخ پذیرش           7/5/93: تاریخ دریافت
  

  چکیده 
ه، دقت بالا براي محاسبات ساد. شود هاي باند باریک و همبسته ارائه می له دو روش براي تخمین جهت سیگنالدر این مقا

متداول  هاي نسبت به روش هاي بارز این روش گیهاي پایین و نیاز به تعداد عناصر کم در آنتن گیرنده از ویژسیگنال به نویز
که مختص  MUSIC ،Root-MUSIC ،ESPRITهاي معروفی چون  وان براي الگوریتمت ها را می همچنین این روش. باشد می

هاي ارائه  اساس کار در روش. نیز به کار بردهاي همبسته  باشند، براي سیگنال هاي باند باریک ناهمبسته می تخمین جهت سیگنال
. ها و یک عنصر خارج از آن است ر آرایهگین بردارهاي همبستگی متقابل بین سیگنال دریافتی عناصر در زیشده محاسبه میان

  .مقایسه و تائید شده است QFBSSو  FOSSو  FBSSهاي پیشنهادي با  ویژگی روش MATLABدراین مقاله به کمک نرم افزار 
  
  ها کلید واژه 

  فضایی زیر روش باریک، باند هايسیگنال همبسته، هايسیگنال سیگنال، ورود پسرو، تکنیک پیشرو ، جهت-تکنیک پیشرو
  

  مقدمه
هاي باند باریک کاربرد فراوانی در زلزله  تخمین جهت سیگنال

. دارد... تباط سیار وهاي ار ی، آکوستیک، سونار، رادار، سیستمشناس
 1هاي معروف و پر کاربرد در این زمینه روش زیر فضا یکی از روش

در این روش با یافتن دو زیر فضاي متعامد سیگنال و نویز و . است
هاي  ن در فضاي سیگنال، زوایاي سیگنالجستجوي ماکزیمم توا

ل کارائی بالاي این روش به دلی. آیند ارسالی مورد نظر به دست می
باشند،  اساس کار آنها روش زیر فضایی می هاي زیادي که الگوریتم

لگوریتمی بود که بر اولین ا MUSIC2الگوریتم . ارائه شده است
الگوریتم در این . ]1[فضایی توسط اشمیت ارائه شداساس روش زیر

هاي دریافتی عناصر به مقادیر ویژه و  ماتریس کواریانس سیگنال
بردارهاي ویژه تجزیه شده و بردارهاي ویژه مربوط به کوچکترین و 

را  نالبزرگترین مقادیر ویژه به ترتیب زیر فضاي نویز و سیگ
یتم براي حالتی که زوایاي اما این الگور. دهند تشکیل می

، تعداد عناصر آنتن گیرنده کم و سیگنال ها نزدیک به هم سیگنال
به منظور . ]2[دهد ن باشد، کارائی خود را از دست میبه نویز پایی

، ]3[هایی مانند  ن مشکل در چند دهه اخیر الگوریتمرفع ای
ESPRIT 3 ]4[  ،4PM  ]5[  ،Root MUSIC ]6[  ،5 IPR ]7[ ،

                                                             
1.Subspace method 
2 .Multiple Signal Classfication 
3 .Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance 
Techniques 
4 .Propagator method 
5 .Improved Polynomial rooting 

6CEM  ]8[  ،7SAA ]9[ در . ارائه شده است....و]با استفاده از  ]3
هاي  زوایاي سیگنال MUSICمشتق اول طیف توان الگوریتم 

کل  ]4[در روش . شود زده می هم به خوبی تخمین نزدیک به
م اوي تقسیعناصر آنتن گیرنده به دو زیر آرایه با تعداد عناصر مس

به صورت  هاي دریافتی در دو زیر آرایه اختلاف سیگنال. شود می
هاي آن با زوایاي  شود که درایه یک ماتریس قطري ظاهر می

ها  تخمین ماتریس فوق زوایاي سیگنال ها رابطه داشته و با سیگنال
این روش نیاز به محاسبات کمتري نسبت به . آید به دست می

MUSIC اي سیگنال و نویز بدون تجزیه زیر فض ]5[در . ]10[دارد
ویژه و  ماتریس کواریانس سیگنال دریافتی عناصر، به مقادیر

این امر محاسبات کمتري را نسبت . آید بردارهاي ویژه به دست می
الگوریتم ارائه شده در . در بر خواهد داشت ESPRITبه الگوریتم 

 اي است که همواره هاي یک چند جمله بر اساس یافتن ریشه ]6[
ها  ها، زوایاي سیگنال با یافتن ریشه. واحد قرار دارند در داخل دایره
 MUSICدقت تخمین در این روش نسبت به . آید به دست می

با استفاده از بردارهاي ویژه مربوط  ]7[در روش . ]11[بالاتر است
یرفضاي نویز و یک ماتریس با دترمینان غیر صفر یک چند به ز

ها تخمین زده  تفاده از آن زوایاي سیگنالبا اس اي استخراج و جمله
قطر اصلی ماتریس کواریانس هاي زیر  از درایه ]8[در. شود می

ده ها رابطه دارند، استفا هاي دریافتی که با زوایاي سیگنال سیگنال
اي محاسبه و  هاي یک چند جمله در این روش نیز ریشه. شده است

                                                             
6. Characteristic Equation-base Method 
7 .Shirvani-Akbari Array  
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جایی  اساس کار جابه ]9[در . شود ها تخمین زده می زوایاي سیگنال
شود زوایاي  این امر باعث می. نتن گیرنده استدو عنصر آ

است به خوبی تخمین زده  - 90و  90هایی که نزدیک به  سیگنال
  . شود

مانند وجود پدیده (ها همبسته باشند  رت وقتی سیگنالدر هر صو
عناصر از مرتبه ماتریس کواریانس سیگنال دریافتی ) چند مسیري

توان زیر فضاي سیگنال و نویز را استخراج  ه و نمیکامل نبود
کارائی خود را از ] 1- 11[هاي  و در نتیجه الگوریتم ]12-13[کرد

هاي زیادي ارائه شده  براي حل این مشکل روش. دهند دست می
 و   8FBSSهاي معروف و پر کاربرد یکی از روش. ]12-18[است

FOSS9 رنده به ترتیب در این روش کل عناصر آنتن گی. ]12[است
پسرو تقسیم شده و با محاسبه -آرایه پیشرو و پیشروزیر Lبه 

زیر آرایه مرتبه ماتریس کامل  Lمیانگین ماتریس کواریانس در 
هاي  توان الگوریتم ها می ین با استفاده از این روشبنابرا. شود می

. اند، نیز به کار برد ها همبسته را براي حالتی که سیگنال ]1- 11[
هاي پایین،  ، خطاي زیاد براي سیگنال به نویزحاسبات زیاداما م

یین براي حالتی که زوایاي آرایه زیاد و کارائی پا نیاز به انتخاب زیر
از معایب این دو روش به شمار  ها نزدیک به هم باشند، سیگنال

 FBSSو  FOSSبهتر  هایی براي عملکرد هر چند روش. رود می
 ]14[ک به هم است، ارائه شده استها نزدی وقتی زوایاي سیگنال

با توان دوم  ]14[در روش . (اند ا معایب دیگر چندان بهبود نیافتهام
ماتریس کواریانس پیشرو ، مقادیر ویژه نیز به توان دوم رسیده و 

  ). گیرد فضاي سیگنال و نویز بهتر صورت میاستخراج زیر 
ته و بر نداش FOSSو  FBSSروش ارائه شده در این مقاله معایب 

سیگنال همبسته به  Kکه براي تخمین  FBSSو  FOSSخلاف 
نیاز به حداقل (زیر آرایه دارد L=K/2و  L=Kترتیب نیاز به حداقل 

2K  3وK/2  به )  ]12[عنصر در آنتن گیرندهL=K/4 +1  زیر آرایه
در این ). عنصر در آنتن گیرنده 5K/4 +1نیاز به حداقل (نیاز دارد

هاي دریافتی  ار همبستگی متقابل بین سیگنالبردروش با محاسبه 
به جاي محاسبه (عناصر در یک زیر آرایه و یک عنصر خارج از آن 

نویز در ماتریس  عامل)  ]12[ماتریس کواریانس در هر زیر آرایه 
با فرض ناهمبسته بودن (هاي دریافتی حذف  کواریانس سیگنال

هاي پایین خطاي  زو در نتیجه براي سیگنال به نوی )نویز در عناصر
  .خواهد داشت FOSSو  FBSSکمتري نسبت به دو روش 

همچنین در این روش براي محاسبه بردارهاي همبستگی در هر 
عمل ضرب جهت  Mଶعمل ضرب به جاي  Mزیر آرایه نیاز به تنها 

 FOSSو  FBSSها در  حاسبه ماتریس کواریانس زیر آرایهم
  .باشد می

                                                             
8. Forward-Backward Spatial Smoothing 
9.Forward Only Spatial Smoothing 

 

 

هاي زیادي که دقت تخمین بالاي  ریتمهرچند در دهه اخیر الگو 
عناصر زیاد و  ها نیاز به تعداد ارائه شده است اما این الگوریتم دارند،

به عنوان . تري نسبت به روش پیشنهادي دارند یا محاسبات پیچیده
هاي ماتریس  که از روي درایه ESPRIT-Likeمثال در الگوریتم 

س توپلیتز استخراج ر، یک ماتریکواریانس سیگنال دریافتی عناص
ها همبسته  آن همواره براي حالتی که سیگنال شود و مرتبه می

عنصر در آنتن گیرنده  2K+1باشند کامل است، حداقل نیاز به 
  . ]15[دارد

هایی است که دقت بالایی در تخمین زوایا دارد  نیز از روش ]16[ 
. شود ها زیاد می محاسبات با افزایش تعداد سیگنال اما در این روش

هاي ماتریس کواریانس  کار در این روش استفاده از درایهاساس 
اي که  هاي چند جمله هاي دریافتی عناصر و یافتن ریشه سیگنال

هاي ماتریس  اي از جمع و ضرب درایه ضرایب آن مجموعه
ها درجه چند  با افزایش تعداد سیگنال. دباش کواریانس است، می

  . تر خواهد شد پیچیدهاي زیادتر شده و محاسبات  جمله
ت بالایی در تخمین زوایاي هایی که داراي دق یکی دیگر از الگوریتم

 10MMUSICهاي همبسته نزدیک به هم است  سیگنال
. است FBSSاین الگوریتم حالت خاصی از روش . ]17[باشد می

در این الگوریتم محاسبات چندان پیچیده نیست اما حداقل   هرچند
. باشد می 2K +1از در آنتن گیرنده برابر تعداد عناصر مورد نی

هاي پایین کارائی  ین الگوریتم براي سیگنال به نویزهمچنین ا
 ESPRITنیز به الگوریتمی اشاره شده که از ترکیب  ]18[در. ندارد

گوریتم خطاي با وجود اینکه در این ال. به دست آمده است  FBSSو 
عناصر مورد نیاز در ها کم است اما تعداد  تخمین زوایاي سیگنال

که زوایاي CEM همچنین در الگوریتم . باشد می 3K/2آنتن گیرنده 
زند، تعداد عناصر  می هاي همبسته را با دقت بالایی تخمین سیگنال

در کارائی بودن این الگوریتم  زیاد در آنتن گیرنده شرط اصلی
  .]19[باشد می

ره شده، نیاز هاي اشا ل روش پیشنهادي نسبت به الگوریتمبه هر حا
به عناصر کمتري در آنتن گیرنده داشته و خطاي حاصل از تخمین 

هایی که در  این روش براي تمام الگوریتم. زوایا در آن کمتر است
قابل استفاده  ]1-11[ها کارائی دارند  همبستگی سیگنال حالت نا

ها همبسته هستند نیز به  تواند براي حالتی که سیگنال بوده و می
  . ه شودکار برد

بردار همبستگی متقابل بین اساس کار در این روش محاسبه 
 هاي دریافتی عناصر در یک زیر آرایه و یک عنصر خارج از سیگنال

. باشد هاي انتخابی می گیري آن در تمام زیر آرایه آرایه و میانگین زیر
ها در عناصر ، باعث حذف  همبسته بودن نویز این امر با فرض نا

محاسبات و کامل شدن مرتبه ماتریس کواریانس  عامل نویز در
دست آمده به مقادیر با تجزیه ماتریس کواریانس به . خواهد شد

نال و نویز استخراج و به هاي ویژه، زیر فضاي سیگ ویژه و بردار

                                                             
10. Mudified MUSIC 
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هاي  زوایاي سیگنال)  ]MUSIC ]1مانند الگوریتم (فضا  روش زیر
  . شود همبسته تخمین زده می

و  FOSSسازي و مقایسه روش پیشنهادي با  به منظور شبیه
FBSS از الگوریتم ،MUSIC طبق نتایج . ستاستفاده شده ا
هاي کمتر  نتخاب تعداد زیر آرایهشود که با ا سازي دیده می شبیه

روش ارائه شده کارائی ) تعداد عناصر کمتر در آنتن گیرنده(
هاي  داشته و براي سیگنال به نویز  FBSSو  FOSSبالاتري نسبت 

  . ایین خطاي کمتري خواهد داشتپ
در . مختلف مقاله بدین صورت سازماندهی شده است هاي بخش

معرفی روش زیر  3مدل سیگنال و فرضیات، در بخش  2بخش 
مروري بر دو تکنیک  4، در بخش MUSICفضایی و الگوریتم 

FOSS وFBSS تایج ن 6روش پیشنهادي، در بخش  5، در بخش
  .   باشد گیري می نتیجه 7 شبیه سازي و در بخش

  
  مدل سیگنال و فرضیات

عنصر با M଴  اي که متشکل از  آنتن گیرنده 1مطابق شکل  
هاي یکسان  باریک با فرکانس  سیگنال باند Kچیدمان خطی است، 

f଴ هاي مختلف  را از جهتθଵ , θଶ , … , θ୏ به . کند دریافت می
هاي دریافتی فاصله  سیگنالر کاهش تداخل طیف فرکانسی منظو

dبین عناصر  = ஛
ଶ

λ در نظر گرفته شده است که   =
c

f0
طول موج 

   .]20[باشد ها می السرعت انتشار سیگن c ها و  سیگنال
  
  
  
  
  
  
  

 
  

  سیگنال هاي دریافتی درعناصر آنتن گیرنده. 1شکل
  

توان آنرا به  یک بوده و میگنال مختلط باند بارامین سی ୩(t) ، kݏ
  : ]21[صورت زیر در نظر گرفت

s୩(t) = u୩(t)e୨൫ଶ஠୤బ୲ା஦ౡ(୲)൯      ;    k = 1,2, … , K              )1(                                                                                    
زمان داشته و به  تغییرات کندي نسبت به φ୩(t)و u୩(t)که 

تغییرات کند نسبت به . باشند می s୩(t)ترتیب دامنه و فاز سیگنال 
 τزمان بدین معنی است که براي هر زمان تاخیر دلخواه 

،u୩(t) ≈ u୩(t − τ)  وφ୩(t) ≈ φ୩(t − τ) بنابراین به . اشدب می
 ام در رابطه kتوان نشان داد که اثر زمان تاخیر سیگنال  سادگی می

  :به صورت یک تغییر فاز ظاهر خواهد شد یعنی )  1(

s୩(t − τ) ≈ s୩(t)eି୨ଶ஠୤బத               )2(                          
     

و در نظر گرفتن سیگنال دریافتی عنصر اول به 1با توجه به شکل 
  :ام داریمiعنوان سیگنال مرجع، براي سیگنال بدون نویز عنصر 

x୧(t) = xଵ൫t − τ୧(θ୩)൯ = ∑ s୩൫t − τ୧(θ୩)൯୏
୩ୀଵ =

∑ s୩(t)eି୨ଶ஠୤బத౟(஘ౡ)୏
୩ୀଵ    ;      i = 1,2, …, M଴    )3(             

      
 xଵ(t) وx୧(t)  به ترتیب سیگنال دریافتی بدون نویز عنصر اول و
 x୧(t)و  xଵ(t)ین زمان تاخیر ب τ୧(θ୩)بوده و  tام در لحظه iعنصر 

توان  است و می شود، دریافت می θ୩ام در جهت  kوقتی سیگنال 
  :آنرا به صورت زیر به دست آورد

τ୧(θ୩) = (୧ିଵ)ୢୡ୭ୱ(஘ౡ)
ୡ

        ;          i = 1,2, … , M଴             )4 (  
با در نظر گرفتن اثر  tم در لحظه iبنابراین سیگنال دریافتی عنصر 

  :نویز در عناصر به صورت زیر خواهد بود
y୧(t) = x୧(t) + w୧(t) = ∑ s୩(t)eି୨ଶ஠୤బத౟(஘ౡ)୏

୩ୀଵ +
w୧(t)       ;     i = 1,2, … , M଴                                            )5(         

 به ترتیب سیگنال دریافتی و نویز جمع شونده w୧(t)و  y୧(t)که
  .باشند ام میiعنصر 

 M଴توان به فرم برداري زیر  را می) 5(گنال دریافتی در رابطه سی
  :بیان نمود

y(t) = As(t) + w(t)                                                    )6 (
  

  که 
y(t) = [yଵ(t), yଶ(t), … , y୑బ

(t)]୘ 
A = [a(θଵ), a(θଶ), … , a(θ୏)] 
S(t) = [sଵ(t), sଶ(t), … , s୏(t)]୘ 
w(t) = [wଵ(t), wଶ(t), … , w୑బ

(t)]୘ 
 T ترانهاده ماتریس و بردارa(θ୩) شود به صورت زیر تعریف می:  

a(θ୩) = [1 , ϑ୩ , ϑ୩
ଶ , … , ϑ୩

୑బିଵ]୘  ;   k = 1,2, … . , K          )7(  
  که

ϑ୩
୧ିଵ = eି୨ଶ஠୤బத౟(஘ౡ)           ;              i = 1,2, … , M଴ 

  :هاي زیر در نظر گرفته شده است در این مقاله فرض
ها کمتر از تعداد کل عناصر آنتن گیرنده است  تعداد سیگنال - 1

M଴یعنی  >   ܭ
با میانگین صفر و واریانس زیر ها از نوع فرآیند ایستان  سیگنال - 2

  :باشند می
E൛s୧(t)s୨

∗(t)ൟ = ቀrୱ౟ − rୱ౟ౠቁ δ୧୨ + rୱ౟ౠ                 
E൛s୧(t)s୨(t)ൟ = 0          ;          i, j = 1,2, … , K   )8(              
      

.)Eکه   )  ،(. به ترتیب امیدریاضی یا متوسط آماري،  δ୧୨و  ∗(
  . مزدوج مختلط و دلتا کرونکر است

ز نوع فرآیند گوسی سفید مختلط نویز جمع شونده هر عنصر ا - 3
  :باشد با میانگین صفر و واریانس زیر می

E൛w୧(t)w୨
∗(t)ൟ = σ୬

ଶδ୧୨                
E൛w୧(t)w୨(t)ൟ = 0           ;         i, j = 1,2, … , M଴      )9(        
     

࢙࢑(࢚) 

1 

࢑ࣂ  ࢑ࣂ ࢑ࣂ ࢑ࣂ

݀ ݏ݋ܿ  ௞ߠ

 ݀ ଴ܯ 3 2

2݀ ݏ݋ܿ  ௞ߠ

଴ܯ) − 1)݀ ݏ݋ܿ  ௞ߠ

݀ 
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σ୬که 
ଶ قدرت نویز هر عنصر است.  

  .اند تهنویز و سیگنال ها ناهمبس - 4
  .باشد می Kمعلوم و رتبه آن برابر  Aماتریس  - 5

هاي دریافتی را  ماتریس کواریانس سیگنال) 6(ابطه از فرضیات و ر
  :توان به صورت زیر به دست آورد می

Rଢ଼ = E{y(t)y(t)ୌ} = ARୱAୌ + σ୬
ଶI୑బ   )10   (               

      
.)و I୫که  )ୌ تریس واحد به ترتیب ماm × m  و هرمیتین ماتریس
Rୱو   = E{s(t)s(t)ୌ} هاي ارسالی  ماتریس کواریانس سیگنال

  .است
هاي  در زمانy(t) در عمل با نمونه برداري از بردار سیگنال دریافتی

t୨ = 1,2, … , N  ،Rଢ଼  به صورت زیر تخمین زده شده و براین
  :آید سیگنال به دست می Kاساس جهت 

R෡ଢ଼ = ଵ
୒

∑ y൫t୨൯y൫t୨൯
ୌ୒

୨ୀଵ     )11    (                               
     

نیاز به ) 10(در رابطه  Rଢ଼در واقع چون محاسبه ماتریس کواریانس 
از میانگین ریاضی به  ) 11(امید ریاضی دارد، در عمل طبق رابطه 
  . جاي میانگین آماري استفاده شده است

  
  MUSICگوریتم روش زیر فضا و ال

زیر فضاي اساس کار در روش زیر فضا یافتن زیر فضاي سیگنال و 
توان زیر  هایی که با استفاده از آن می یکی از تکنیک. نویز است

فضاي سیگنال و زیر فضاي نویز را به دست آورد، تجزیه کردن 
مقادیر ویژه و بردارهاي  هاي دریافتی به کواریانس سیگنال ماتریس

بنابراین ابتدا با بیان چند رابطه ماتریسی مفید، . شدبا ویژه می
را محاسبه و ) 10(در رابطه  Rଢ଼مقادیر و بردارهاي ویژه ماتریس 

اي سیگنال و نویز را براي سپس با استفاده از آن زیر فض
  .آوریم و ناهمبسته به دست میهاي دریافتی همبسته  سیگنال

nیک ماتریس دلخواه A با فرض این که  × n  با دترمینان غیر صفر
 : باشد، همواره داریم 

هاي معادله مشخصه  مربوط به ریشه Aمقادیر ویژه ماتریس  - 1
P(λ) آیند بوده و به صورت زیر به دست می:  

P(λ) = det(A − λI୬) = 0             , λ ∈  σ(A)    )12 (         
     

.)det که .)σو ( ماتریس  ترمینان و مقادیر ویژهبه ترتیب د (
  .باشند می
nدو ماتریس دلخواه  Dو   Cاگر  - 2 × m باشند داریم:  

det(A + CD୘) = det(A) . det(I୬ + D୘AିଵC)   )13(           
      

بعدي  n و ماتریس مربعی  αبراي یک مقدار اسکالر دلخواه   - 3
 A22[روابط زیر همواره بر قرار است[:  

det(αA) = α୬ det(A)   )14(                                       
     

σ(A + αI୬) = σ(A) + α   )15(                                    
     

nبه ازاي دو بردار  -4  ×   :داریم yو  xبعدي دلخواه  1
det(A + xy୘) = det(A) (1 + y୘Aିଵx) )16(                    
      

n ریس دلخواه یک ماتB اگر - 5 × m  وn >   :باشد داریم  ݉

λ = λ∗ ∈ σ(BHB) = ൜> 0        ܴܽ݊݇(B) = m
≥ 0        Rank(B) < ݉

�  )17(        
       

به صورت زیر  Aهاي ویژه متناظر با مقادیر ویژه ماتریس  بردار -6
  :آیند میبه دست 

(A − λI୬). U୧ = 0       ;       i = 1,2, … , n   )18(                  
      

  .است Aهاي ویژه ماتریس بردار U୧که 
از  Rଢ଼مقادیر ویژه ماتریس ) 12(و ) 10(حال با توجه به روابط 
  :آید رابطه زیر به دست می

det൫Rଢ଼ − λI୑బ൯ = det(ARୱAୌ + (σ୬
ଶ − λ)I୑బ) =

0             ,      λ ∈ σ(Rଢ଼)   )19(                                      
     

rୱ౟ౠهمبسته باشند، همواره ها نا براي حالتی که سیگنال = بوده  0
  :توان نوشت می) 8(و در نتیجه طبق رابطه 

E൛s୧(t)s୨
∗(t)ൟ = rୱ౟ δ୧୨        ;         i, j = 1,2, … , K   )20(          

      
  :ت زیر خواهد بودبه صور Rୱبنابراین ماتریس کواریانس 

Rୱ = E{s(t)s(t)ୌ} = diag(rୱଵ , rୱଶ , … , rୱ୏)  

= ቆRୱ

భ
మ  ቇ ቆRୱ

భ
మ ቇ = ቆRୱ

భ
మ  ቇ ቆRୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

      )21(                        
        

Rୱکه 

భ
మ = diag ቆrୱଵ

భ
మ  , rୱଶ

భ
మ  , … , rୱ୏

భ
మ  ቇ  وdiag(. ماتریس نماد  (

  .قطري است
توان به  را می) 19(، رابطه )20(و)14(،)13(با توجه به روابط 

  :صورت زیر نوشت
)22(  

det[(σ୬
ଶ − λ)I୑బ + ቆARୱ

భ
మ  ቇ ቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

]  

= det[(σ୬
ଶ − λ)I୑బ]. det[I୏ +

ቆ୅ୖ౩

భ
మ ቇ

ౄ

୍౉బቆ୅ୖ౩

భ
మ ቇ

஢౤
మି஛

]    

= (σ୬
ଶ − λ)୑଴.  det ൦

(஢౤
మି஛)୍ేାቆ୅ୖ౩

భ
మ ቇ

ౄ

ቆ୅ୖ౩

భ
మ ቇ

஢౤
మି஛

൪  

= (σ୬
ଶ − λ)୑଴ି୏.  det[(σ୬

ଶ − λ)I୏ + ቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

ቆARୱ

భ
మ  ቇ] = 0  

M0شود،  یدیده م) 22(طبق رابطه  − K مقادیر ویژه ماتریسRଢ଼ 
σ୬برابر 

ଶ  وK آید گر از رابطه زیر به دست مییژه دیمقادیر و:  

det[(σ୬
ଶ − λ)I୏ + ቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

ቆARୱ

భ
మ  ቇ] = 0        )23(           

       



  غلامرضا باقریان

 
 89

∋که σ(σn
2I

K
+ ൬ARs

1

2 ൰
H

൬ARs

1

2 ൰)   λ  15(بوده و طبق رابطه (
  :داریم

)24(  

σ(σ୬
ଶI୏ + ቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

ቆARୱ

భ
మ  ቇ) = σ ቌቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

ቆARୱ

భ
మ  ቇቍ + σ୬

ଶ    

و این که ) 17(و)24(با توجه به روابط 

Rank ቌቆARୱ

భ
మ  ቇ

ୌ

ቆARୱ

భ
మ  ቇቍ = K توان  می ]1پیوست[باشد می

حقیقی و همواره  Rଢ଼مقادیر ویژه دیگر ماتریس K  نتیجه گرفت که
σ୬بزرگتر از

ଶ  است یعنی داریم: 

σ(RY) = λi = ൜  σn
2                  i = K + 1, … , M0

> σn
2                   i = 1,2, … , K

� )25(        
     

1)بدین ترتیب زیر فضاي سیگنال   ≤ i ≤ K)  و زیر فضاي نویز
(i ≥ K + توان  می) 25(ین طبق رابطه همچن. شوند جدا می (1

σ୬ویژه بزرگتر از ها را که برابر تعداد مقادیر  تعداد سیگنال
ଶ  ،است

  . تخمین زد
  :داریم Rଢ଼هاي ویژه ماتریس  براي بردار) 18(طبق رابطه 

)26(  
൫Rଢ଼ − λI୑బ ൯. U୧ = ൫ARୱAୌ + σ୬

ଶI୑బ − λI୑బ൯. U୧ = 0      
    i = 1,2, … , M଴                                                             

i براي) 25(با توجه به رابطه  ≥ K + 1  ،λ = σ୬
ଶ  بوده و رابطه

  :به صورت زیر خواهد شد) 26(
 ARୱAୌ. U୧ = 0        ;        i ≥ K + 1   )27 (                      
     

  :]2پیوست[داریمباشد  ماتریس مثبت می یک Rୱبا توجه به این که 
Aୌ. U୧ = a(θ୧)ୌ. U୧ = 0    ;       i ≥ K + 1      )28  (            
     

شود بردارهاي ویژه مربوط به  دیده می) 28(مانطور که در رابطه ه
. در زیر فضاي سیگنال عمود است (࢏ࣂ)ࢇزیر فضاي نویز بر بردار 

.ࡴ(࢏ࣂ)ࢇدر عمل  ࢏ࢁ ≈ ૙ ها در رابطه  بوده و با افزایش تعداد نمونه
ها در الگوریتم  جهت سیگنال. ریب دقیقتر خواهد شداین تق) 11(

MUSIC یعنی . آیند بر اساس این خاصیت به دست می
اقلیدسی نقطه مینیمم فاصله  ܭسیگنال، مربوط به ܭ جهت

a(θ)ୌ. U୬  و یا از K نقطه ماکزیممP(θ) ر رابطه زیر به دست د
  :آید می

P(θ) = ଵ
ୢమ = ଵ

‖ୟ(஘)ౄ .୙౤‖మ = ଵ
ୟ(஘)ౄ୙౤୙౤

ౄୟ(஘)   )29(               
       

d  فاصله اقلیدسی وU୏ାଵ , … , U୑బ]   U୬ = بردارهاي ویژه زیر  ]
a(θ)فضاي نویز و = [1 , ϑ , ϑଶ , … , ϑ୑బିଵ]୘ است.  

هاي  یده چند مسیري وجود دارد، سیگنالبراي حالتی که پد
rୱ౟ౠسته بوده و همواره دریافتی در عناصر همب ≠ به . باشد می 0

مسیر مختلف  Kاز  sଵ(t)سیگنال  2عنوان مثال طبق شکل 

θଵ , θଶ , … , θ୏ در این صورت . شود توسط آنتن گیرنده دریافت می
  :داریم

s୩(t) = α୩sଵ(t)      ;      α୩ ≠ 0 , k = 1,2, … , K    )30 (        
      

مربوط به ضریب ) با دامنه و فاز مشخص(مقدار مختلط   α୩که 
  .ام است݇ تضعیف مسیر

  :باشد ها به صورت زیر می واریانس سیگنال) 8(طبق رابطه 
E൛s୧(t)s୨

∗(t)ൟ =  E൛α୧sଵ(t)α୨
∗sଵ

∗(t)ൟ = α୧α୨
∗rୱଵ      

 i, j = 1,2, … , K  )31(                                           
   

rୱଵگی اگر براي ساد = E{sଵ(t)sଵ
∗(t)} = E{|sଵ(t)|ଶ} = 1  

  :به صورت زیر خواهد شد Rୱفرض شود ماتریس کواریانس 
Rୱ = E{s(t)s(t)ୌ} = E{αsଵ(t)sଵ

∗(t)αୌ} = ααୌ  )32(       
      

  
  يسیگنال دریافتی در عناصر با وجود پدیده چند مسیر. 2شکل

  
αکه  = [αଵ, αଶ , … , α୏] ୘  بردار مختلط مربوط به ضرایب تضعیف

  .مسیراست Kناشی از 
به  Rଢ଼مقادیر ویژه ماتریس ) 32(و ) 19(در این صورت طبق رابطه 

  :آید صورت زیر به دست می
det(ARୱAୌ + (σ୬

ଶ − λ)I୑బ)  
= det((σ୬

ଶ − λ)I୑బ + (Aα)(Aα)ୌ) = 0  )33 (                 
      

توان به صورت  را می) 33(رابطه ) 14(و)16(وابط با استفاده از ر
  :زیر نوشت

det((σ୬
ଶ − λ) I୑బ ) ቀ1 + (୅஑)ౄ(୅஑)

஢౤
మି஛

ቁ  

= (σ୬
ଶ − λ)୑బିଵ(݊ߪ

2 − ߣ + ((ࢻܣ)ܪ(ࢻܣ) = 0  )34 (            
     

M଴ شود که  دیده می) 34(طبق رابطه  − ماتریس مقادیر ویژه 1
Rଢ଼  برابرσ୬

ଶ  و مقدار ویژه دیگر بزرگتر ازσ୬
ଶ  3پیوست[یعنیاست[:  

λଵ = (Aα)ୌ(Aα) + σ୬
ଶ = ∑ ቚ∑ ϑ୧

୨ିଵα୧
୏
୧ୀଵ ቚ

ଶ୑బ
୨ୀଵ + ݊ߪ

2 > 2ߣ =
ଷߣ = ⋯ = ୑బߣ = ௡ߪ

ଶ   )35                                        (
       

سیگنال همبسته  Kشود براي  دیده می) 35(مانطور که در رابطه ه
داشته و فقط جهت یک سیگنال را کارائی ن MUSICالگوریتم 

 Rୱدر واقع دراین حالت ماتریس کواریانس . توان به دست آورد می

 (࢚)૚ࡿ

 ଴ dܯ 2 1

 ௄ߠ
 ଶߠ

 ଵߠ

ଵ(t)ݏ
= αଵsଵ(ݐ)

ଶ(t)ݏ = αଶsଵ(t) 

୏(t)ݏ = α୏sଵ(t) 

 مانع
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Rank(Rୱ)از مرتبه کامل نبوده و ) 32(در رابطه  =  باشد می 1

هاي زیادي ارائه شده  به منظور رفع این مشکل روش. ]4پیوست[
)  Kبرابر ( از مرتبه کامل  Rୱاست که با استفاده از آنها ماتریس 

هاي معروف و پر کاربرد تکنیک  یکی از روش. ]12-18[شود می
FOSS  وFBSS ي مروري بر آن شده باشد که در بخش بعد می

  . است
  

  FBSSو  FOSSتکنیک 
عنصري  Mزیر آرایه  Lعناصر به  3طبق شکل   FOSSدر تکنیک 

گیري ماتریس کواریانس  و به جلو تقسیم شده و با میانگینر
ر آرایه، ماتریس کواریانس زی Lهاي دریافتی در  سیگنال
  .شود هاي ارسالی مرتبه کامل می سیگنال

y୧اگر 
୤ سیگنال دریافتی زیر آرایه  بردارi12[ام باشد، داریم[:  

y୧
୤ = AD୧ିଵs(t) + w୧

୤(t)          ;           i = 1,2, … , L          )36(  
  که 

)37(  
D = diag(ϑଵ , ϑଶ , … , ϑ୏ )  
w୧

୤(t) = [w୧(t), w୧ାଵ(t), … , w୧ା୑ିଵ(t)]୘  ;   i = 1,2, … , L  
  .شود عنصر تعریف می Mاي بر) 6(طبق رابطه  Aو 

R୧بنابراین 
୤  ماتریس کواریانس زیر آرایهi م به صورت زیر خواهد ا

  :شد
R୧

୤ = E ቄy୧
୤y୧

୤ୌቅ = (AD୧ିଵ)Rୱ൫AD୧ିଵ൯ୌ + σ୬
ଶI୑  

 i = 1,2, … , L  )38(                                                  
     

  
  FOSSانتخاب زیرآرایه ها در تکنیک . 3شکل

  
R୧میانگین  Rاگر 

୤  ها درL زیر آرایه باشد، داریم:  
R = ଵ

୐
∑ R୧

୤୐
୧ୀଵ = ARୱ

୤ Aୌ + σ୬
ଶI୑  )39  (                         

      
هاي همبسته  البراي سیگن) 39(و ) 32(ز روابط با استفاده ا

Rୱماتریس کواریانس 
୤ به صورت زیر خواهد بود:  

Rୱ
୤ = ଵ

୐
∑ (D୧ିଵ)Rୱ൫D୧ିଵ൯ୌ୐

୧ୀଵ = ଵ
୐

CCୌ  )40 (                  
      

  که 
C = [α , Dα , Dଶα , … , D୐ିଵα]  

= ൥
αଵ ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ α୏

൩

⎣
⎢
⎢
⎡1
1

ϑଵ
ϑଶ

…
…

ϑଵ
୐ିଵ

ϑଶ
୐ିଵ

⋮
1

⋮
ϑ୏

…
…

⋮
ϑ୏

୐ିଵ⎦
⎥
⎥
⎤

= DV                      

Rୱنشان داده شده است که مرتبه ماتریس ]22[در مرجع 
୤  به

  :باشد صورت زیر می

Rank൫Rୱ
୤ ൯ = Rank(CCୌ) = Rank(C) = Rank(DV)  

= min (K, L)   )41(                                                  
    

Kبنابراین براي  ≤ L  ماتریس کواریانسRୱ
୤  از مرتبهK  بوده و

M଴حداقل تعداد عناصر مورد نیاز  ≥ 2K 5پیوست [باشد می[.  
  FBSSاست با این تفاوت که در FOSSمشابه  FBSSروش کار در 

زیر آرایه رو به   Lزیر آرایه رو به جلو در عناصر،  Lعلاوه بر انتخاب 
جلو  ها، مزدوج حالت رو به که سیگنال هر عنصر در زیر آرایه(عقب 
  ).4شکل (شود در نظر گرفته می) است

میانگین ماتریس کواریانس  با محاسبه FOSSدر این تکنیک مانند 
ر آرایه، ماتریس کواریانس زی 2Lهاي دریافتی در  سیگنال
 Kتوان جهت  ي ارسالی از مرتبه کامل شده و میها سیگنال

ها و  آرایهتعداد زیر . دست آورد سیگنال را به روش زیر فضایی به
بوده و به ترتیب برابر   FOSSعناصر مورد نیاز در این تکنیک نصف 

L ≥ ୏
ଶ

M଴و   ≥ K باشد می.  

  
  FBSSها در تکنیک  انتخاب زیر آرایه .4شکل

  
  يهاي پیشنهاد روش

نیاز به عناصر کمتري است، اما  FOSSنسبت به  FBSSهر چند در 
علاوه بر افزایش حجم محاسبات همچنان عامل نویز در رابطه 

شود که براي سیگنال به  وجود داشته و این امر سبب می )39(
در این بخش . دهاي پایین دقت تخمین چندان مطلوب نباشنویز

  FBSSو  FOSSنسبت به شود که به ترتیب  دو روش پیشنهاد می
هاي تر و براي سیگنال به نویز نیاز به عناصرکمتر، محاسبات ساده

هاي پیشنهادي  در روشاساس کار . پایین دقت بالاتري دارند
عنصري و محاسبه همبستگی بین   Mزیر آرایه  Lتقسیم عناصر به 

این امر سبب .  باشد آرایه با یک عنصر خارج از آن می بردار هر زیر
حذف و عملیات ضرب نسبت به ) 38(شود، عامل نویز در رابطه  یم

FOSS  وFBSS به دلیل این که  3در واقع بنا به فرض . کاهش یابد
ند، همبستگی بین باش ر عناصر آنتن گیرنده ناهمبسته مینویز د

ارج از آن باعث حذف عامل نویز ها و یک عنصر خ بردار زیر آرایه
ت، اما با کامل نویز امکان پذیر نیس هر چند در عمل حذف. شود می

توان اثر نویز را به طرز چشمگیري کاهش  استفاده از این روش می
از طرفی براي محاسبه همبستگی بین یک بردار و یک عنصر . داد

 FOSSو  FBSSعملیات ضرب است در حالی که در Mتنها نیاز به 
یات ضرب عمل Mଶ براي محاسبه همبستگی بین دو بردار نیاز به 

1 2 3 M M+1 M0-M+1 M+2 M0 

୐ݕ
ୠ 

୐ିଵݕ
ୠ

୐ିଷݕ
ୠ  

ଵݕ
ୠ 

ଵݕ
୤ ଶݕ 

୤  

ଷݕ
୤  

୐ݕ
୤  

1 2 3 M M+1 M0-M+1 M+2 M0 

ଵݕ
୤  

ଶݕ
୤  

ଷݕ
୤  

୐ݕ
୤  
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هاي  که تعداد عناصر مورد نیاز در روشاز طرفی براي این . باشد می
کمتر شود، با استفاده از  FOSSو  FBSSپیشنهادي نسبت به 

ها، یک ماتریس  مبستگی به دست آمده از زیر آرایهبردارهاي ه
کنیم به طوري که این ماتریس فرم ماتریس  جدید تعریف می

داشته و با تعداد عناصر کمتري مرتبه  را) 39(کواریانس در رابطه 
  .   شود Kآن برابر 

  
   1روش پیشنهادي 

را  y୧(t)اند  ها همبسته وقتی سیگنال) 30(و ) 5(بق روابط ط
  .]6پیوست[توان به صورت زیر نوشت می

y୧(t) = sଵ(t)α୘D୧ିଵI୏×ଵ + w୧(t) = I୏×ଵ
୘D୧ିଵαsଵ(t) +

w୧(t)    ;    i = 1,2, … , M଴  )42(                                    
     

Kبردار واحد  I୏×ଵکه  × بنابراین براي بردار زیر آرایه . باشد می 1
i7پیوست[ام رو به جلو و رو به عقب داریم[:  

y୧
୤ = AD୧ିଵαsଵ(t) + w୧

୤(t)   )43(                                 
      
y୧

ୠ = AD୧ି୑బα∗sଵ
∗(t) + w୧

ୠ(t)      ;    i = 1,2, … , L        )44( 
  

y୧که 
୤  وy୧

ୠ  به ترتیب بردار زیر آرایهi ام رو به جلو و رو به
، w୧عقب

ୠ(t) = [w୑଴ି୧ାଵ
∗ (t), w୑଴ି୧

∗ (t), … , w୐ି୧ାଵ
∗ (t)]୘   وA 

  . شود عنصر تعریف می Mبراي ) 6(طبق رابطه 
ام رو به جلو و رو iهمبستگی بین بردار زیر آرایه  5طبق شکل  اگر

φ୧به عقب با عنصر جلویی و عنصر عقبی را به ترتیب با 
୤  وφഥ ୧

୤ 
  :نشان دهیم داریم

φ୧
୤ = Eൣy୧

୤ y୑ା୧
∗ (t)൧  

= E[ቀAD୧ିଵα sଵ(t) + w୧
୤(t) ) ቀsଵ(t)α୘ D୑ା୧ିଵ I୏×ଵ +

 wM+it∗  

= AD୧ିଵααୌ(D୑ା୧ିଵ)∗I୏×ଵ + 0I   , 1 ≤ i ≤ L − 1  )45(     
       

)46(  
φഥ ୧

୤ = Eൣy୐ି୧ାଵ
୤  y୑଴ି୑ାଵି୧

∗ (t)൧ = E[ቀAD୐ି୧α sଵ(t) +
wL−i+1ft)s1αT DM0−M−i IK×1+ wM0−M+1−it∗  

= AD୐ି୧ααୌ(D୑଴ି୑ି୧)∗I୏×ଵ + 0I    ,    1 ≤ i ≤ L − 1    
  

ام رو به عقب و رو به iهمبستگی بین بردار زیر آرایه  6طبق شکل 
φ୧جلو با عنصر اول و عنصر آخر را به ترتیب با 

ୠ  وφഥ ୧
ୠ   نشان داده

  :و داریم
φ୧

ୠ = Eൣy୧
ୠ yଵ(t)൧ =

E[ቀAD୧ି୑బα∗ sଵ
∗(t) + w୧

ୠ(t)) ቀsଵα୘ I୏×ଵ +  wଵ(t)ቁቃ  
= AD୧ି୑బα∗α୘I୏×ଵ + 0I      1 ≤ i ≤ L − 1                )47(  
 

)48(  
φഥ ୧

ୠ = Eൣy୐ି୧ାଵ
ୠ  y୑బ(t)൧ = E[൫AD୐ି୧ାଵି୑଴α∗ sଵ

∗(t) +
wL−i+1bt)(s1(t)αT DM0−1 IK×1+ wM0t)  

= AD୐ି୧ାଵି୑଴α∗α୘(D୑బିଵ)I୏×ଵ + 0I    ,   1 ≤ i ≤ L − 1    
 

سبه شود با محا دیده می) 48(تا ) 45(ه در روابط همانطور ک
ها و یک عنصر خارج از آنها عامل  همبستگی بین بردار زیر آرایه

عمل ضرب در هر بردار همبستگی  Mتنها  نویز حذف و نیاز به
تریس حاسبه مابراي م FOSSدر ) 38(در حالیکه طبق رابطه . است

هر چند . باشد عمل ضرب می Mଶآرایه نیاز به کواریانس در هر زیر
اثر هاي محدود در یک بازه زمانی،  عداد نمونهدر عمل به دلیل ت

رد ولی توان آنرا به طور کلی حذف ک نویز همواره وجود دارد و نمی
  .توان تا حد زیادي اثر آن را کاهش داد با استفاده از این روش می

  
  
  
  
  

  
φ୧بردارهاي همبستگی .  5شکل

୤ وφഥ ୧
୤ در الگوریتم پیشنهادي  

  

  
  

૎ܑبردارهاي همبستگی .  6شکل
૎ഥو  ܊ ܑ

 در الگوریتم پیشنهادي ܊

  
) 48(تا ) 45(ابط حال با استفاده از بردارهاي به دست آمده از رو

کنیم که فرم ماتریس کواریانس در  را طوري تعریف می Φ୧ماتریس 
این منظور رابطه زیر پیشنهاد  براي. داشته باشد) 38(رابطه 

  :شود می
)49(  

Φ୧ ≜ ஦౟
౜஦ഥ ౟

౜ౄ
ା஦౟

ౘ஦ഥ ౟
ౘౄ

ଶ
= AR୧Aୌ + 0I୑×୑   ;   1 ≤ i ≤ L − 1    

  .باشد می رت زیربه صو R୧که ماتریس
)50(  

R୧ =
ଵ
ଶ

ൣD୧ିଵααୌ(D୑ା୧ିଵ)∗I୏×୏(Dି୑଴ା୑ା୧)ୌααୌ(D୐ି୧)ୌ +
Di−M0α∗αTIK×K(DM0−1)H α∗αT(DL−i−M0+1)H      
لزوما از مرتبه کامل ) 50(در رابطه  R୧به دلیل اینکه ماتریس         

نیز لزوما مرتبه کامل ) 49(در رابطه  Φ୧ست، ماتریس کواریانس نی
ها به روش زیر فضا  نتیجه براي تخمین زوایاي سیگنال نبوده و در

1 2 

3 M M+1 M+2 

M0-M 

M0-M+1 M0-1 M0

࣐૚
૛ିࡸ࣐ ࢈

࢈  

૚ିࡸ࣐
࢈  

ഥ࣐ ૚
 ࢈

ഥ࣐ ૛
 ࢈

ഥ࣐ ૚ିࡸ
࢈  

1 2 

3 M M+1 M+2 
M0-M 

M0-M+1 M0-1 M0 

࣐૚
 ࢌ

࣐૛
૚ିࡸ࣐ ࢌ

ࢌ  

ഥ࣐ ૚
ഥ࣐ࢌ ૛

 ࢌ

ഥ࣐ ૚ିࡸ
ࢌ  
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به منظور رفع این مشکل میانگین . ]8پیوست[مفید نخواهد بود
زیرآرایه به صورت زیر به دست  L-1را در Φ୧ماتریس کواریانس 

  .آوریم می
Ψ = ∑ ஍౟

ైషభ
౟సభ
୐ିଵ

= A ቀ∑ ୖ౟ైషభ
౟సభ
୐ିଵ

ቁ Aୌ = ARୱAୌ   )51(                  
      

  :باشد به صورت زیر می Rୱو  Φ୧میانگین ماتریس کواریانس Ψ که

Rୱ =
∑ R୧୐ିଵ

୧ୀଵ
L − 1 =

1
2(L − 1) ෍ r୧

୤[
୐ିଵ

୧ୀଵ

D୧ିଵα αୌ(D୐ି୧)ୌ]

+ r୧
ୠൣD୧ି୑଴α∗ α୘(D୐ି୧ି୑଴ାଵ)ୌ൧ = 

 ଵ
ଶ(୐ିଵ)

∑ H୧
୤୐ିଵ

୧ୀଵ [(D୐ି୧α)(D୐ି୧α)ୌ] +

H୧
ୠ[(D୐ି୧ି୑଴ାଵ α∗)(D୐ି୧ି୑଴ାଵα∗)ୌ] =
ଵ

ଶ(୐ିଵ)
∑ H୧

୤୐ିଵ
୧ୀଵ [C୧C୧

ୌ]+H୧
ୠ[D୧D୧

ୌ] = ୔୕
ଶ(୐ିଵ)                 )52(  

  .باشند رت زیر میوبه ص Qو P که دو ماتریس 
P = ൣHଵ

୤ C ଵ, . . , H୐ିଵ
୤ C୐ିଵ ⋮ Hଵ

ୠDଵ , . . , H୐ିଵ
ୠ D୐ିଵ ൧ )53(         

Q = [Cଵ , … , C୐ିଵ  ⋮ Dଵ , … , D୐ିଵ ]ୌ   )54(                     
      

௜ܪ
௙ = ௜ݎ

௙ܦଶ௜ିଵି௅ ،ܪ௜
௕ = ௜ݎ

௕ܦଶ௜ି௅ିଵ ،ܥ௜ =    ࢻ௅ି௜ܦ
௜ܦ ، =  همچنین و∗ࢻ ௅ି௜ିெ଴ାଵܦ

௜ݎ 
௙ = ு(௜ାெିெ଴ܦ)௄×௄ܫଵିெି௜ܦுࢻ  ௜ݎو  ࢻ 

௕ =
ு(ெబିଵܦ)௄×௄ܫ௧ࢻ    .تعریف شده است  ∗ࢻ 

به صورت زیر به دست  Rୱمرتبه ماتریس) 52(با توجه به رابطه 
  :]9پیوست[ آید می

Rank(Rୱ) = Rank(PQ) = Rank(P) = Rank(Q)  
= min൫K, 2(L − 1)൯   )55(                                         
    

Kبراي ) 55(بنابراین طبق رابطه  ≤ 2(L − Lیا  (1 ≥ ୏
ଶ

+ 1 
 Kتوان با روش زیر فضا جهت  بوده و میK برابر Rୱمرتبه ماتریس 

ر این این بدین معنی است که د. سیگنال همبسته را تخمین زد
L୫୧୬هاي انتخابی  روش حداقل تعداد زیر آرایه = ୏

ଶ
+ . است 1

L همچنین با توجه به این که = M଴ − M + M୫୧୬و   1 = K + 1 
  :باشد براي حداقل تعداد عناصر داریم می

M଴ౣ౟౤ = L୫୧୬ + M୫୧୬ − 1 = ቀ୏
ଶ

+ 1ቁ + (K + 1) − 1  

= ଷ୏
ଶ

+ 1 )56(                                                         
      

  
  2روش پیشنهادي 

ه دهیم که نسبت ب این بخش روش دیگري را پیشنهاد میدر 
FBSS یاز و روش پیشنهادي اول به عناصر و زیر آرایه کمتري ن

در این . هاي پایین دقت بالاتري داردداشته و براي سیگنال به نویز
کنیم که  ریس جدید را به گونه اي تعریف میروش یک مات

بوده و مرتبه آن با تعداد عناصر ) 38(همچنان به فرم رابطه 
. است K برابر  FBSSو  کمتري نسبت به روش پیشنهادي اول

و ) 51(در رابطه  Ψماتریس پیشنهادي بر اساس مجموع ماتریس

به دلیل این که . هاي آن است جایی سطر و ستون مزدوج جابه
طبق شرط ذکر شده در رابطه ) (51(در رابطه Ψ مرتبه ماتریس 

جایی سطر و ستون آن نقشی  باشد، مزدوج و جابه می Kبرابر )) 55(
Kتبه نداشته و براي در تغییر مر ≤ 2(L −  Kداراي مرتبه  (1

یشنهادي را به صورت زیر تعریف بنابراین ماتریس پ. باشد می
   :کنیم می

Φ ≜ ஏା୎౉ஏ∗୎౉
ଶ

   )57(                                                
     

  که

J୑ = ൥
0
⋮
1

…
⋮

…

1
⋮
0

൩
୑×୑

                                                 
                                                   

∗J୑Aو اینکه  ) 57(و ) 51(طبق رابطه  = ADଵି୑ باشد،  می
  :داریم

)58(  
Φ = ୅ୖ౩୅ౄା୎౉(୅∗ୖ౩

∗୅ౄ∗)୎౉
ଶ

= ୅൫ୖ౩ାୈభష౉ୖ౩
∗ୈ౉షభ൯୅ౄ

ଶ
= ARAୌ    

  :به صورت زیر خواهد بود R ماتریس) 58(و ) 52(بق روابط که ط
)59(  
  

R = ଵ
ଶ

(Rୱ + Dଵି୑Rୱ
∗D୑ିଵ)  = ଵ

ସ(୐ିଵ) ቀ∑ H୧
୤୐ିଵ

୧ୀଵ ൣC୧C୧
ୌ൧ +

HibDiDiH+D1−MHif∗CiCiH∗DM−1+D1−MHib∗DiDiH∗D
M−1  

=
ଵ

ସ(୐ିଵ) ൫∑ H୧
୤୐ିଵ

୧ୀଵ ൣC୧C୧
ୌ൧ + H୧

ୠൣD୧D୧
ୌ൧ + V୧

୤[C୧
∗(Dଵି୑C୧

∗)ୌ] +
Vib[Di∗D1−MDi∗H]=FG4(L−1)                                              

  
V୧  که

୤ = Dଵି୑H୧
୤∗

V୧و  
ୠ = Dଵି୑H୧

ୠ∗ و دو ماتریس F  وG  به
  .باشند صورت زیر می

F = ൣHଵ
୤ C ଵ , . . , H୐ିଵ

୤ C୐ିଵ ⋮ Hଵ
ୠDଵ , . . , H୐ିଵ

ୠ D୐ିଵ
⋮ Vଵ

୤C ଵ∗, . . , V୐ିଵ
୤ C୐ିଵ

∗

⋮ Vଵ
ୠDଵ

∗, . . , V୐ିଵ
ୠ D୐ିଵ

∗ ൧୏×ସ(୐ିଵ) 
G = [Cଵ , … , C୐ିଵ ⋮ Dଵ , … , D୐ିଵ ⋮  Dଵି୑Cଵ

∗ , . . , Dଵି୑C୐ିଵ
∗

⋮ Dଵି୑Dଵ
∗ , . . Dଵି୑D୐ିଵ

∗ ]ୌ
ସ(୐ିଵ)×୏ 

Kبه ترتیب دو ماتریس  Gو F با توجه به این که × 4(L − و  (1
 4(L − 1) × K باشند، داریم می:  

rank(F) = rank(G) = rank(FG) = rank(R)  
= min൫K, 4(L − 1)൯   )60(                                         
    

Kبراي ) 60(بنابراین طبق رابطه  ≤ 4(L −  Φمرتبه ماتریس  (1
سیگنال همبسته را با K توان جهت  شده و در نتیجه می Kبرابر 

با استفاده از رابطه (همچنین پیداست . روش زیر فضا به دست آورد
آرایه ها و عناصر مورد نیاز در در این روش حداقل تعداد زیر) ) 56(

L୫୧୬به ترتیب برابر  آنتن گیرنده = ୏
ସ

+ M଴ౣ౟౤و  1 = ହ୏
ସ

+ 1 
  .باشد می
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  نتایج شبیه سازي
خطاي ناشی از  MATLABدر این بخش به کمک نرم افزار 

براي  FOSSو FBSSهاي پیشنهادي با  تخمین زوایا در روش
. لف مقایسه شده استهاي مخت یگنال به نویز و تعداد زیر آرایهس

و خطا با معیار مجذور مربعات خطا به  N=400ها،  در تمام مثال
  :صورت زیر تعریف شده است

RMSE ≜ ට   ∑ (஘෡౟ି஘౟)మే
౅సభ

୏
  )61 (                                    

     
 RMSEام و iبه ترتیب زاویه و تخمین زاویه سیگنال   θ෠iو θ୧که 

  .   باشد مجذور مربعات خطا می
dبین عناصر فاصله  = بوده و آنتن گیرنده هشت سیگنال  0.5

و  160و140و120و100و80و60و40و20همبسته با زوایاي
α1=1 , α2=0.4+0.8j , α3=-0.5-0.7j , α4=0.5+0.6j , α5=-0.3+0.8j  

, α6=0.2+0.6j , α7=-0.1+0.4j , α8=0.7-0.3j کند می دریافت  
Mدر هر زیر آرایه همچنین تعداد عناصر  =   .فرض شده است 9

خطاي ناشی از تخمین زوایا را در دو روش پیشنهادي و  7شکل 
هاي مختلف با  بر حسب تعداد زیر آرایه FBSSو  FOSSدو تکنیک 

SNRفرض  = 10 dB شود  همانطور که ملاحظه می. دهد نشان می
L୫୧୬با انتخاب  = ୏

ସ
+ 1 = زیر آرایه در عناصر، خطاي تخمین  3

هاي  تقریبا صفر شده و نسبت به روش 2 زوایا در روش پیشنهادي
همچنین پیداست که روش . دیگر کارائی بالاتري دارد

به ترتیب براي  FOSSوFBSS و دو تکنیک 1پیشنهادي
L୫୧୬ = ୏

ଶ
+ 1 = 5 L୫୧୬ = ୏

ଶ
= 4 L୫୧୬و  ,  = K = مفید  8

  ..  خواهند بود

  
و  FOSSاشی از تخمین زوایا در روش هاي پیشنهادي، خطاي ن. 7 شکل

FBSS   ܀ۼ܁برحسب تعداد زیر آرایه هاي مختلف عناصر با = ૚૙ ۰܌  
  

هاي مختلف  SNRخطاي تخمین در چهار روش براي  8در شکل 
. ستبا در نظر گرفتن سه زیر آرایه در عناصر، نشان داده شده ا

 نمودار خطايSNR افزایش شود، با دیده می 8همانطور که در شکل 
ها سیر نزولی داشته و   بر خلاف دیگر روش 2روش پیشنهادي

چرا که در . هاي دیگر کارائی ندارند هاي بالا روش SNRحتی براي
  .باشد می Kکمتر از Rୱاین حالت رتبه ماتریس کواریانس 

  
و  FOSSپیشنهادي،  خطاي ناشی از تخمین زوایا در روش هاي.  8 شکل

FBSS   برحسبSNR  با انتخابL=3  
  

مربوط به خطاي ناشی از تخمین زوایا در چهار روش با ) 9(شکل 
رود بر خلاف  همانطور که انتظار می. باشد می L=4 در نظر گرفتن 
هاي  که مرتبه ماتریس کواریانس سیگنال FBSSو2روش پیشنهادي

کارائی  FOSSو 1اديباشد، روش پیشنه ارسالی آنها کامل می
 SNRهمچنین پیداست که در این حالت براي . نخواهند داشت

کمتر  FBSSنسبت به  2هاي مختلف خطا در روش پیشنهادي 
 باشد می

  
و  FOSSخطاي ناشی از تخمین زوایا در روش هاي پیشنهادي، . 9 شکل

FBSS   برحسبSNR  با انتخابL=4 
  

هاي مختلف با  SNRبه مقایسه چهار روش براي مربوط  10شکل 
 10همانطور که در شکل. شدبا زیر آرایه می L=5در نظر گرفتن 

تمام نمودارها به جز  SNRشود در این حالت با افزایش  دیده می
زیرا در این حالت طبق . سیر نزولی دارند FOSSنمودار خطاي 

 تبه کامل نبوده واز مر FOSSدر  Rୱماتریس کواریانس ) 41(رابطه 
   .هاي همبسته مفید نیستند در نتیجه براي تخمین جهت سیگنال
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و  FOSSخطاي ناشی از تخمین زوایا در روش هاي پیشنهادي، . 10 شکل

FBSS   برحسبSNR  با انتخابL=5  
  

هاي مختلف  SNRخطاي تخمین در چهار روش براي  11در شکل 
ر آنتن گیرنده ، نشان با در نظر گرفتن هشت زیر آرایه در عناص

در این مثال فرض شده است که از هشت سیگنال . داده شده است
ناهمبسته و پنج سیگنال دیگر به sଷ, sଶ, sଵ  ارسالی سه سیگنال 

  :صورت
 sସ = αସsଵ ,  sହ = αହsଵ  وs଻ = α଻sଷ   , s଺ = α଺sଶ  ,  

s଼ = α଼sଷ    
با سه  160و140و120و100و80و60و40و20زوایايیب باتبه تر

دیده  11همانطور که در شکل . دباشن سیگنال فوق همبسته می
هاي پیشنهادي نسبت به دو تکنیک  روشSNR شود، با افزایش می

FBSS  وFOSS کارائی بالاتري دارند.  

  
خطاي ناشی از تخمین زوایا براي ترکیبی از هشت سیگنال . 11 شکل

  L=8با انتخاب  SNRو ناهمبسته برحسب همبسته 
  

مربوط به مقایسه پنج روش با فرض هشت سیگنال  12شکل 
زیر  L=8هاي مختلف با در نظر گرفتن  SNRارسالی همبسته براي 

شود در این حالت  دیده می 12همانطور که در شکل. شدبا آرایه می
ن حالت زیرا در ای. تمام نمودارها سیر نزولی دارند SNRبا افزایش 

س شرط لازم و کافی براي کامل بودن مرتبه ماتریس کواریان
شود همواره خطاي ناشی از  همچنین دیده می. رعایت شده است

تخمین زوایا در دو روش پیشنهادي نسبت به روش ارائه شده در 
  .کمتر است [14]مرجع 

  
و  FOSSخطاي ناشی از تخمین زوایا در روش هاي پیشنهادي، . 12 شکل

FBSS   وQFBSS  برحسبSNR  با انتخابL=8  
  

هاي مختلف  SNRخطاي تخمین در پنج روش براي  13در شکل 
. داده شده استبا در نظر گرفتن سه زیر آرایه در عناصر، نشان 

روش  نمودار SNR  شود که با افزایش دیده می 13طبق شکل
چرا که در این . ها سیر نزولی دارد بر خلاف دیگر روش 2پیشنهادي

همچنین . باشد می K کمتر از Rୱحالت رتبه ماتریس کواریانس 
  [14]شود که در این حالت روش ارائه شده در مرجع  دیده می

زوایاي سیگنال ها  کارائی خود را از دست داده و براي تخمین
  .شود مفید واقع نمی

  
و  FOSSخطاي ناشی از تخمین زوایا در روش هاي پیشنهادي، .13 شکل

FBSS   وQFBSS  برحسبSNR  با انتخابL=3  
  

مربوط به مقایسه پنج روش بررسی شده،  با فرض وجود  1جدول 
زیر آرایه  L=8در نظر گرفتن  هشت سیگنال ارسالی همبسته و

شود الگوریتم هاي  دیده می1همانطور که در جدول . شدبا می
پیشنهادي نیاز به تعداد عملیات ضرب کمتري در محاسبات نسبت 

هاي بررسی شده داشته واز نظر کارائی در سطح  گوریتمیگر البه د
  .بالاتري قرار دارند
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  RMSEمقایسه الگوریتم هاي بررسی شده از نظر کارائی با معیار .1جدول
  K=8و  N=400و   M=9با در نظر گرفتن 

تعداد 
ضرب لازم 

در 
 محاسبات

L=8 L=5 L=4 L=3 L=2 الگوریتم  

M
∗ (K/2
+ 1) 

خیلی 
 قوي

ی خیل
 قوي

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

الگوریتم 
1پیشنهادي   

M
∗ (K/4
+ 1) 

خیلی  قوي قوي
 قوي

خیلی 
 قوي

کارائی 
 ندارد

الگوریتم 
2پیشنهادي   

Mଶ ∗ (K
+ 1) 

کارائی  خوب خوب خوب
 ندارد

کارائی 
 ندارد

QFBSS 

Mଶ ∗ (K
+ 1) 

متوس
 ط

کارائی  متوسط
 ندارد

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

FBSS 

Mଶ

∗ (2K
+ 1) 

متوس
 ط

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

کارائی 
 ندارد

FOSS 

  
  گیري نتیجه

سیگنال باند باریک  Kدر این مقاله دو روش براي تخمین جهت 
همانطور که مشاهده شد در دو . همبسته و ناهمبسته ارائه گردید

ز به که به ترتیب نیا FBSSو  FOSSروش پیشنهادي بر خلاف 
ଷ୏و  2Kحداقل 

ଶ
ଷ୏عنصر در آنتن گیرنده است، نیاز به  

ଶ
 + و  1

ହ୏
ସ

 + همچنین دیده شد که در دو روش . باشد عنصر می 1
گی بین سیگنال دریافتی زیر پیشنهادي براي محاسبه بردار همبست

M ها و یک عنصر خارج از آن تنها نیاز به آرایه ∗ (K/4 + و  (1
M ∗ (K/2 +   FBSSاشند، در حالی که درب عمل ضرب می  (1

به منظور محاسبه همبستگی بین دو بردار به ترتیب نیاز  FOSSو
Mଶ به  ∗ (K + Mଶو (1 ∗ (2K + طبق . عملیات ضرب است   (1

براي سیگنال به  MATLABنتایج به دست آمده از نرم افزار 
هاي لازم در عناصر، خطاي ناشی  نویزهاي پایین و انتخاب زیر آرایه

و  FBSSن زوایا در دو روش پیشنهادي همواره کمتر از از تخمی
FOSS  است.    

  
  پیوست ها

   1پیوست

Rank ቌ൬ARୱ

భ
మ ൰

ୌ

൬ARୱ

భ
మ ൰ቍ = Rank ቌ൬ARୱ

భ
మ  ൰ ൬ARୱ

భ
మ ൰

ୌ

ቍ  

= Rank ቆARୱ

భ
మRୱ

భ
మ

ౄ

Aୌቇ =  Rank(ARୱAୌ)  

Rୱبا توجه به این که  = diag(rୱଵ , rୱଶ , … , rୱ୏)   و
Rank(A) = Rank(Rୱ) = K می باشد داریم:  

Rank(ARୱAୌ) = K 
   2پیوست

E{s୧(t)s୧ با توجه به این که  
∗(t)} = E{|s୧(t)|ଶ} = rୱ౟ > 0 

Xباشد براي هر بردار دلخواه  می = [xଵ , … , x୏]୘ داریم:  

X୘RୱX = ෍ x୧
ଶrୱ୧

୏

୧ୀଵ

> 0 

  3پیوست

Aα = ൦

1
vଵ
⋮

vଵ
୑బିଵ

1
vଶ
⋮

vଶ
୑బିଵ

……
⋮

…

1
v୏
⋮

v୏
୑బିଵ

൪ ൥
αଵ
⋮

α୏

൩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ∑ α୧

୏
୧ୀଵ

∑ ϑ୧α୧
୏
୧ୀଵ

⋮
∑ ϑ୧

୑బିଵα୧
୏
୧ୀଵ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
  

 
(Aα)ୌ(Aα) + σ୬

ଶ =

ൣ(∑ α୧
୏
୧ୀଵ )∗ … ൫∑ ϑ୧

୑బିଵα୧
୏
୧ୀଵ ൯

∗൧

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ∑ α୧

୏
୧ୀଵ

∑ ϑ୧α୧
୏
୧ୀଵ

⋮
∑ ϑ୧

୑బିଵα୧
୏
୧ୀଵ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

+ σ୬
ଶ =

∑ ห∑ ϑ୧
୨ିଵα୧

୏
୧ୀଵ ห

ଶ୑బ
୨ୀଵ + σ୬

ଶ  
  4پیوست

ααH = ൦

α1α1
∗

α2α1
∗

⋮
αKα1

∗

α1α2
∗

α2α2
∗

⋮
αKα2

∗

…
…
⋮

…

α1αK
∗

α2αK
∗

⋮
αKαK

∗

൪   

     :پیداست که همواره داریم
det(αଵαଵ

∗) = |αଵ|ଶ > 0    ,   det ൬൤αଵαଵ
∗

αଶαଵ
∗

αଵαଶ
∗

αଶαଶ
∗൨൰ = 0  ,   

det ቌ൥
αଵαଵ

∗

αଶαଵ
∗

αଷαଵ
∗

αଵαଶ
∗

αଶαଶ
∗

αଷαଶ
∗

αଵαଷ
∗

αଶαଷ
∗

αଷαଷ
∗
൩ቍ = 0  , …. , det ቀααୌቁ = 0 

  
سطر و ستون همواره غیر   K-1فقط با حذف ααୌیعنی دتر مینان

Rank൫ααୌ൯باشد و این بدین معنی است که  صفر می =   .است 1
 

  5 پیوست
Lه با توجه به این ک = M଴ − M + Mو  1 = K + باشد  می 1

  :توان نوشت می
K ≤ L = M଴ − M + 1 = M଴ − (K + 1) + 1 = M଴ − K 
⟹ M଴ ≥ 2K 

  6پیوست

y୧(t) = x୧(t) + w୧(t) = ൭෍ s୩(t)eି୨ଶ஠୤బத౟(஘ౡ)
K

k=1

൱ + w୧(t)

= ൭෍ v୩
୧ିଵα୩s1(t)

K

k=1

൱ + w୧(t) 

= ൣvଵ
୧ିଵ, … , v୏

୧ିଵ൧ ൥
αଵ
⋮

α୏

൩ sଵ(t) + w୧(t) = sଵ(t)[αଵ, … , α୏] ቎
vଵ

୧ିଵ

⋮
v୏

୧ିଵ
቏ +

w୧(t) = sଵ(t)[αଵ, … , α୏] ቎
vଵ

୧ିଵ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 v୏

୧ିଵ
቏ ቎

1
1
⋮
1

቏  

+w୧(t) = sଵ(t)α୘ D୧ିଵ I୏×ଵ +  w୧(t) =  I୏×ଵ
୘D୧ିଵα sଵ(t) +  w୧(t)  

  
  7پیوست

y୧
୤ = ൦

y୧(t)
y୧ାଵ(t)

⋮
y୧ା୑ିଵ(t)

൪ =

⎣
⎢
⎢
⎡ sଵ(t)α୘ D୧ିଵ I୏×ଵ +  w୧(n)

sଵ(t)α୘ D୧ I୏×ଵ +  w୧ାଵ(n)
⋮

sଵ(t)α୘ D୧ା୑ିଶ I୏×ଵ +  w୧ା୑ିଵ(n)⎦
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎡   Iଵ×୏D୧ିଵα sଵ(t) +  w୧(t)

 Iଵ×୏D୧α sଵ(t) +  w୧ାଵ(t)
⋮

 Iଵ×୏D୧ା୑ିଶα sଵ(t) +  w୧ା୑ିଵ(t)⎦
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎡   Iଵ×୏D୧ିଵα sଵ(t)

 Iଵ×୏D୧α sଵ(t)
⋮

 Iଵ×୏D୧ା୑ିଶα sଵ(t)⎦
⎥
⎥
⎤

+
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൦

 w୧(t)
 w୧ାଵ(t)

⋮
 w୧ା୑ିଵ(t)

൪ =

⎣
⎢
⎢
⎡  Iଵ×୏D୧ିଵ

 Iଵ×୏D୧

⋮
 Iଵ×୏D୧ା୑ିଶ⎦

⎥
⎥
⎤

α sଵ(t) + ൦

 w୧(t)
 w୧ାଵ(t)

⋮
 w୧ା୑ିଵ(t)

൪ =

൦

 Iଵ×୏
 Iଵ×୏Dାଵ

⋮
 Iଵ×୏D୑ିଵ

൪ D୧ିଵα sଵ(t) + ൦

 w୧(t)
 w୧ାଵ(t)

⋮
 w୧ା୑ିଵ(t)

൪ = AD୧ିଵα sଵ(t) + w୧
୤(t)    

y୧
ୠ =

⎣
⎢
⎢
⎡y୑బି୧ାଵ

∗ (t)
y୑బି୧

∗ (t)
⋮

y୐ି୧ାଵ
∗ (t) ⎦

⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡sଵ

∗(t)αୌ (D୑బି୧)∗ I୏×ଵ + w୑బି୧ାଵ
∗ (t)

sଵ
∗(t)αୌ (D୑బି୧ିଵ)∗ I୏×ଵ + w୑బି୧

∗ (t)
⋮

sଵ
∗(t)αୌ (D୐ି୧)∗ I୏×ଵ + w୐ି୧ାଵ

∗ (t) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  Iଵ×୏(D୑బି୧)∗α∗ sଵ

∗(t) + w୑బି୧ାଵ
∗ (t)

  Iଵ×୏(D୑బି୧ିଵ)∗α∗ sଵ
∗(t) + w୑బି୧

∗ (t)
⋮

  Iଵ×୏(D୐ି୧)∗α∗ sଵ
∗(t) + w୐ି୧ାଵ

∗ (t) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
   

= ൦

 Iଵ×୏
 Iଵ×୏Dାଵ

⋮
 Iଵ×୏D୑బିଵ

൪ D୧ି୑బα∗ sଵ
∗(t) +

⎣
⎢
⎢
⎡
w୑బି୧ାଵ

∗ (t)
w୑బି୧

∗ (t)
⋮

w୐ି୧ାଵ
∗ (t) ⎦

⎥
⎥
⎤

= AD୧ି୑బα∗ sଵ
∗(t) +

w୧
ୠ(t)        

  8پیوست
مینان صفر تشکیل شده از دو جمله با دتر R୧هر چند ماتریس 

صفر بوده  R୧توان نتیجه گرفت که دتر مینان ماتریس است اما نمی
به عنوان مثال براي دو ماتریس . و در نتیجه از مرتبه کامل نیست

Aبا دتر مینان صفر   = ቒ1
2

4
8ቓ  وB = ቒ4

2
2
1ቓ داریم:  

det(A + B) = det ቀቒ5
4

6
9ቓቁ = 21 ≠ 0 

  
  
  

  9پیوست
Rank(Rୱ) = Rank(PQ) =

Rank

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

ൣHଵ
୤ C ଵ, . . , H୐ିଵ

୤ C୐ିଵ ⋮ Hଵ
ୠDଵ , . . , H୐ିଵ

ୠ D୐ିଵ ൧.

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ C ଵୌ

⋮
C୐ିଵ

ୌ

⋯
Dଵ

ୌ

⋮
D୐ିଵ

ୌ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

  

H୧که 
୤C ୧ = r୧

୤Dଶ୧ିଵି୐D୐ି୧α = r୧
୤D୧ିଵα  وH୧

ୠD୧ =

r୧
ୠDଶ୧ି୐ିଵD୐ି୧ି୑଴ାଵ α∗ = r୧

ୠD୧ି୑బα∗ می باشند.  
H୧

୤C ୧  وH୧
ୠD୧   دو ماتریسK × به  Qو  Pبوده و در نتیجه  1

Kترتیب  × 2(L − L)2و  (1 − 1) × K اگر . باشند می
 K ≤ 2(L −   :داریم(1

rank(P) = rank(Q) = rank(PQ) = rank(Rୱ) = K 
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